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PRAEFATIO. 



Detecti» legibus motus planetarum Keplkki ingenio non defuerant sub- 
sic lia ad singulorum planefairum elementa ex observationibus eruenda. Tycuo 
Bkahe, a quo astronomia praetica ad fastigium antea ignotum evecta erat, 
cuncto» planetas per longam annorum seriem summa cura tantaque per- 
severantia observaverat, ut Kcriaao talis thesauri dignissimo heredi seligendi 
tantummodo cura restaret, quae ad scopum quemvis propositam facere vide- 
rentur. Nec mediocriter sublevabant hunc laborem motus planetarum medii 
summa iamdudum praecisione per observationes antiquissimas determinati. 

Astro nomi, qui post Kkplkiiuiii conati sunt planetarum orbitas adiumento 
observationum recentiorum vel perfectiorum adhne accuratius dimetiri, iisdem 
veil adhuc maioribus subsidiis adinti sunt. Neque enim amplius de elementis 
plane incognitis eliciendis agebatur, sed nota leviter tantum corrigenda arctio- 
ribuaque limitibus circumscribenda erant. 

Principium gravitationis universalis a summo Newtok detectum campum 
plane novum aperuit, legibusque iisdem, quibus quinque planetas regi Krpub 
expertus fuerat, levi tantum mutatione, facta omnia corpora coelestia necessario 
obsequi debere edocuit, quorum quidem motus a vi Solis tantum moderentur. 
Scilicet observationum testimonio fretus Keplkk cuiusvis planetae orbitam 
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ellipsem esse pronunciaverat, in qua areae circa Solem, focum alterum ellipsis 
occupantem, uniformiter describantur, et quidem ita, ut tempora revolutionum 
in ellipsibus diversis sint in ratione sesquialtera semiaxium maiorum. Contra 
Newtox, principio gravitationis universalis posito, a priori demonstravit, cor- 
pora omnia a Solis vi attractiva gubernata in sectionibus conicis moveri debere, 
quarum quidem speciem unam, ellipses puta, planetae nobis exhibeant, dum 
species reliquae, parabolae et hyperbolae, pro aeque possibilibus haberi debeant, 
modo adsint corpora Solis vi velocitate debita occurrentia; Solem semper 
focum alterum sectionis conicae tenere; areas, quas corpus idem temporibus 
diversis circa Solem describat, his temporibus proportionales, areas denique a 
corporibus diversis, temporibus aequalibus, circa Solem descriptas, esse in 
ratione subduplicata semiparainetroram orbitarum : postrema harum legum, in 
motu elliptico cum ultima Kkplkiu lege identica, ad motum parabolicum 
hyperbolicumque patet, ad quos hacccc applicari nequit, revolutionibus de- 
ficientibus. lani filum repertum, quo ducente labyrinthum motuum cometarum 
antea inaccessum ingredi licuit. Quod tam feliciter successit, ut omnium 
cometarum motibus, qui quidem accurate observati essent, explicandis sufficeret 
unica hypothesis, orbitas parabolas esse. Ita systema gravitationis universalis 
novos analysi triumphos cosque splendidissimos paraverat; cometaeque usque 
ad illum diem semper indomiti, vel si devicti videltantur mox seditiosi et 
rebelles, frena sibi iniici passi, atque ex hostibus hospites redditi, iter suum 
in tramitibus a calculo delineatis prosequuti sunt, iisdem quibus planetae le- 
gibus aeternis religiose obtemperantes. 

Iam in determinandis cometarum orbitis jianibolicis ex observationibus 
difficultates suboriebantur longe maiores, quam in determinandis orbitis ellip- 
ticis plauct&rum, inde potissimum, quod cometae per brevius temporis inter- 
vallum visi delectum observationum ad haec vel illa imprimis commodarum 
non concedebant, sed iis uti geometram cogebant, quas fors obtulerat, ita ut 
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methodos speciale» in calculis planetarum adhibitas vix umqimm in usum 
vocare licuerit. Magnus ipse Nkwtox, primus saeculi sui geometra, proble- 
matis difficultatem haud dissimulavit, attamen, ceu exspectari poterat, ex hoc 
quoque certamine victor evasit. Multi post NEWTONnm geometrae eidem pro- 
blemati ojieram suam navaverunt, varia utique fortuna, ita tamen, ut nostris 
temporibus parum desiderandum relictum sit. 

Verum enim vero non est praetermittendum, in hoc quoque problemate 
peropportune difficultatem diminui per cognitionem unius elementi sectionis 
conicae, quum per ipsam suppositionem orbitae parabolicae, axis maior infinite 
magntis statuatur. Quippe omnes parabolae, siquidem situs negligatur, per 
solam maiorem mitiorem vc distantiam verticis a foco inter se differunt, dum 
sectiones conicae generaliter spectatae varietatem infinities maiorem admittant. 
Haud equidem aderat ratio sufficiens, cur cometarum traiectoriae absoluta 
praecisione parabolicae praesumerentur: quin potius infinite parum probabile 
censeri debet, rerum naturam unquam tali suppositioni annuisse. Attamen 
qtinm constaret, phaenomena corporis coelestis in ellipsi vel hyperbola ince- 
dentis, cuius axis maior pemuignus sit ratione parumetri, prope perihclium 
perparum discrepare a motu in parabola, cui eadem verticis a foco distantia, 
differentiamque eo leviorem evadere, quo maior fuerit illa ratio axis ad para- 
metrom; porro quum experientia docuisset, inter motum observatum motum- 
que in orbita parabolica computatum vix tnuquani maiores differentias remanere, 
qnmn quae ipsis observationum erroribus (hic plerumque satis notabilibus) 
toto tribui poterant: astrouotni apud jtarabolam sultsistendtun esse rati sunt. 
Recte sane, quum omnino deessent subsidia, e quibus, ntitn ullae quantaeve 
differentiae a parabola adsint, satis certo colligi potuisset. Excipere oportet 
cometam celebrem HAU.Evanum, qui ellipsem valde oblongam describens in 
reditu ad perihclium pluries observatus tempus periodicum nobis patefecit: 
tnne autem axi maiori inde cognito computus reliquorum elementorum vix 
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pro difficiliori habemlu» est, quam determinatio orbitae pavabolicae. Silentio 
quidem praeterire nou possumus, aatronoinns etiam in nonimllis aliis cometis 
per tempus aliquanto longius observati» determinationem aberrationis a para- 
bola lentavisse: attamen omnes methodi ad hunc, finem propositae vel adhibitae, 
innituntur suppositioni, discrepantiam a parabola hami considerabilem esse, 
quo pacto in illis tentaminibus ipsa pturabola antea iam computata cognitionem 
approximataiu singulorum elementorum (praeter axem maiorem vel tempus 
revolutionis inde {tendens) iam subministravit, levibus tantum mutationibus 
corrigendam. Praeterea fatendum est, omnia ista tentamina vix unquam ali- 
quid certi decidere valuisse, si forte cometam anni 1 770 excipias. 

Quam primum motum planetae novi anno 1781 detecti cum hyputheai 
paraholica conciliari non posse cognitum est, astronomi orbitam circularem 
illi adaptare inchoaverunt, quod negotium per calculum perfacilem ac sim- 
plicem absolvitur. Fausta quadam fortuna orbita huius planetae mediocriter 
tantum exeeutriea erat, quo {uieto elementa per suppositionem illam eruta 
saltem approximationem qualemcunque suppeditabant, cui deiu determiuii- 
tionem elementorum ellipticorum superstruere licuit. Accedebant plura alia 
peropportuna. Quippe tardus planctae motus, perparvaque orbitae ad planum 
eclipticae inclinatio nou solum calculos longe simpliciores reddebant, metho- 
dosque speciales aliis casibus lmitd accommodandas iu usiuu vocare concede- 
bant, sed nictum quoque dissipabant, ne plaueta radiis Bolis immersus postea 
quaeritantium curas eluderet (qui metus alias, praesertim si insuper lumen 
minus vividum fuisset, utique animos turbare {nituisset), quo pacto accuratior 
orbitae determinatio tuto differri poterat, donec ex observationibus frequeu- 
tioribus magisqiie remotis eligere liceret, quae ad propositum maxime commo- 
dae viderentur. 

Iu omnibus itaque casibus, ubi corporum coelestium orbitas ex obser- 
vationibus deducere oportuit, commoda tulerant quaedam haud spernenda. 
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methodorum specialium applicationem suadentia vel saltem permittentia, quo- 
rum commodorum potissimum id erat, quod per suppositiones hypotheticas 
cognitionem approximntam quonindam elementorum iaminm acquirere licuerat, 
antequam calculus elementorum ellipticorum susciperetur. Niliilominus satis 
mirum ridetur, problema generale 

Determinare orbitam corpori s codestix, absque omni suppositione hypo- 
thetica , er observationibus tempus haud magnum complectentibus neque adeo 
delectum, pro applicatione methodorum specialium, patientibus usque ad initium 
huius saeculi penitus propemtxlum neglectum esse, vel saltem a nemine serio 
ac digne tractatum, quum certe theoreticis propter difficultatem atque elegan- 
tiam sese commendare potuisset, etiamsi apud practicos de summa eius uti- 
litate nondum constaret. Scilicet invaluerat apud omnes opinio, imjKissihilem 
esse talem determinationem completam ex observationibus breviori temporis 
intervallo inclusis, male sane fundata, quum nunc quidem certissimo iaru 
evictum sit, orbitam corporis coelestis ex observationibus bonis (mucos tan- 
tummodo dies complectentibus absque ulla suppositione hypothetica satis ap- 
proximate iam determinari posse. 

Incideram in quasdam ideas, quae ad solutionem problematis magni de 
quo dixi facere videlmntur, mense Septembri a. 1801, tunc in labore plane 
diverso occupatus. Haud raro in tali casu, ne nimis n grata investigatione 
distrahamur, neglectas interire sinimus idearum associationes, quae attentius 
examinatae uberrimos fructus ferre potuissent. Forsan et illis ideolis eadem 
fortuna instabat, nisi peropportune incidissent in tempus, quo tmlluin sane 
faustius ad illas conservandas atque fovendas eligi potuisset Bcilicet eodem 
circiter tempore rumor de planeta novo Ian. I istius anni in specula Panor- 
mitana detecto per omnium ora volitabat, moxquo ipsae observationes inde 
ab epocha illa usque ad 11. Febr. ab astronomo praestantissime Piazzi insti- 
tutae ad notitiam publicatu pervenerunt Nullibi sane in annalibus astronomiae 
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occasionem tam gravem reperimus, vixque gravior excogitari posset, ad digni- 
tatem istius problematis lucule utissime ostendendam, quam tunc in tanto dis- 
crimine urgenteque necessitate, ubi omnis spes, atomum planetariain post 
annum fere elapsum in coelis ititer innumeras stellulas rein veniendi, unice 
pendebat ab orbitae cognitione satis approximata, solis illis pauculis observa- 
tionibus superstruenda. Umquamne opportunius experiri potuissem, ecquid 
valeant ideolae meae ad usum practieum, quam si tune istis ad determinatio- 
nem orbitae Cereris uterer, qui plancta inter 4 1 illos dies geoccntrice arcum 
trium tantummodo graduum descripserat, et post annum elapsum in coeli 
plaga longissime illinc remota indagari debebat? Frima haecce methodi ap- 
plicatio facta est mense Oct. 1801, primaque nox serena, ubi planeta ad nor- 
mam numerorum inde deductorum quaesitus est*), transfugam observationibus 
reddidit. Tres alii planetae novi inde ab illo tempore detecti, occasioues 
novas suppeditaverunt, methodi efficaciam ac generalitatem examinandi et 
comprobandi. 

Optabant plures astruimini, statim post reinventionein Cereris, ut metho- 
dos ad istos calculos adhibitas publici iuris facerem; verum obstabant plura, 
quominus amicis hisce sollicitationibus tunc morem gererem: negotin alia, 
desiderium rem aliquando copiosius pertractandi, imprimisque expectatio, 
continuatam in hac disquisitione occupationem varias solutionis partes ad 
mains generalitatis, simplicitatis et elegantiae fastigium evecturam esse. Quae 
spes quum me haud fefellerit, non esse arbitror, cur me huius morae poeni- 
teat Methodi enim ab initio adhibitae identidem tot tautasque mutationes 
passae sunt, ut inter modum, quo olim orbita Cereris caleulata est, institutio- 
nemque in hoc opere traditam vix ullum similitudinis vestigium remanserit. 



*) Dec. 1 , 1801 a clar. De Zach. 
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Quamquam vero a propositu meo alienum esset, de cunctis his disquisitionibus 
paullatim magis magisque perfectis narrationem completam perscribere, tamen 
in pluribus occasionibus, praesertim quoties de problemate quodam graviori 
agebatur, methodos anteriores quoque haud omnino supprimendas esse censui. 
Quin potius praeter problematum principalium solutiones plurima, quae iu 
occupatione satis longa circa mutus corporum coelestium in sectionibus conicis 
vel propter elegantiam analvticam vel imprimis propter usum practicum 
attentione digniora se mihi obtulerunt, iu lmc opere exsequutus sum. Semper 
tamen vel rebus vel methodis mihi propriis maiorem curam dicavi, nota leviter 
tantum, quatenusque rerum nexus postulare videbatur, attingens. 

Totum itaque opus iu duas {Hirtes dividitur. In Libro primo evol- 
vuntur relationes inter quantitates, a quibus motus corporum coelestium circa 
Solem secundum Kkiu.eiu leges pendet, et quidem in duabus primis Sectioni- 
bus relationes eae, ubi unicus tantum locus per se consideratur, in Sectione 
tertia et quarta vero eae, ubi plures loci inter se conferuntur. Illae continent 
expositionem methodorum tum vulgo usitatarum, tum potissimum aliarum illis 
ni fallor ad usum practicum longe praeferendarum, per quas ab elementis 
cognitis ad phaenomena descenditur; hne problemata multa gravissima tractant, 
quae viam ad operationes inversas sternunt. Scilicet quum ipsa phaenomena 
ex artiliciosa intricataque quadam complicatione elementorum componantur, 
hanc texturae rationem penitius perspexisse oportet, antequam filorum expli- 
cationem operisqne in elementa sua resolutionem eum spe successus suscipere 
liceat. Comparantur itaque in Libro primo instrumenta atque subsidia, per 
quae deiu in Libro altero arduum hoc negotium ipsum perficitur: maxima 
laboris pars tunc inm in eo eonsistit, ut illa subsidia rite colligantur, ordine 
apto disponantur et in scopum propositum dirigantur. 

Problemata graviora ad maximam partem per exempla idonea illustrata 
sunt, semper quoties quidem licuit ab observationibus non fictis desumta. 

G. TB. M. 2 
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Ita non solum methodorum efficaciae maior fiducia conciliabitur, usuaque 
clarius ob oculos ponetur, sed id quoque cautum iri spero, ut nec minus 
exercitati a studio harum rerum deterreantur, quae procul dubio partem foe- 
cundissimam et pulcherrimam astronomiae theoricae constituunt. 

Scripsi Gottingae d. 28 Martii 1809. 
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LIBER PRIMUS 

RELATIONES GENERALES INTER QUANTITATES 
PER QUAS CORPORUM COELESTIUM MOTUS CIRCA SOLEM DEFINIUNTUR. 



SECTIO PRIMA 

Relationes ad locum simplicem in orbita spectantes. 

I. 

Corporum coelestium motus in hoc opere catenus tantum considerabimus, 
quatenus a Solis vi attractiva gubernantur. Excluduntur itaque ab instituto nostro 
oumes planetae secundarii, excluduntur perturbationes, quas primarii in se invi- 
cem exercent, excluditur omnis motus ro tutorius. Corpora mota ipsa ut puncta 
mathematica spectumus, motusque omnes ad normam legum sequentium heri sup- 
ponimus, quae igitur pro Irnsi omnium disquisitionum in hoc opere sunt habendae. 

I. Motus cuiusvis corporis coelestis perpetuo fit in eodem plano, in quo 
simul centrum Solis est situm. 

II. Trniectoria a corpore descripta est sectio conica focum in centro Solis 
habens. 

ILI. Motus in ista trniectoria fit ita, ut areae spatiorum in diversis temporum 
intervallis circa Solem descriptorum hisce intervallis ipsis sint proportionales. 
Temporibus igitur et spatiis j>er numeros expressis, spatium quodvis per tempus 
intra quod describitur divisum quotieutem invariabilem suppeditat. 

IV. Pro corporibus diversis circa Solem se moventibus horum quotientium 
quadrata nuit in ratione composita parametrorum orbitis respondentium, atque 
aggregatorum massae Soli» cum massis corporum motorum. 

Designando itaque per 2 p parametrum orbitae, in qua corpus incedit, per 
p quantitatem materiae huius corporis (posit amassa Solis = 1), per J g aream 

2 * 
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quam tempore t circa Solem describit, erit - 7 ^— i numerus pro omnibus cor- 

poribus coelestibus constans. Qnum igitur niliil intersit, quonam corpore ad 
valorem huius numeri determinandum utamur, e motu terrae eum depromemus, 
cuius distantiam inediam a Sole pro unitate distantiarum adoptabimus: unitas 
temporum semper nobis erit dies medius solaris. Denotando porro per t: rationem 
circumferentiae circuli ad diametrum, area ellipsis integrae a terra descriptae 
manifesto erit quae igitur poni debet = i //, si pro / accipitur annus 

sideralis, quo pacto constans nostra fit = + Ad vnlorein numericum huius 

constantis, in sequentibus per k denotandae, explorandum, statuemus, secundum 
novissimam determinationem, anuum sideralem sive t — 365,2563836, massam 
terrae sive p = = **, <> 000028 191, unde prodit 

log 2r 0,798 1798684 

Compl. log/ 7,4 374021852 

Compl. logj/il -f-pj .... 9,9«99993S7S 

log 8,23558 144 14 

k — 0,0 1 720209895 



2 . 

Leges modo expositae ab iis, quae Kepleriis noster detexit, aliter non 
ditfemut, nisi quod in forum ad omnia sectionum conicarum genera patente ex- 
hibitae sunt, aetiouisque corporis moti in Solem, a qua ja-udet factor I -f-p), 
ratio est habita. Hi lms leges tamquam phaenomena ex innumeris atque indubiis 
observationibus depromta consideramus, geometria docebit, qualis actio in corpora 
circa Solem mota ab Ime exerceri debeat, ut ista phaenomena perpetuo produ- 
cantur. Hoc modo invenitur, Solis actionem iu corpora ambientia perinde se 
exercere, ac si vis attrnetiva, cuius intensitas quadrato distantiae reciproce pro- 
portionalis esset, corpora versus centrum Solis propelleret. Quotlsi vero vire versa 
a suppositione talis vis attractivae tamquam principio proficiscimur, phaenomena 
illa ut consequentiae necessariae inde derivantur. Hic leges tantum enarravisse 
sufficiat, quarum nexui cum principio gravitationis hoc loco eo minus opus erit 
immorari, quum post summum Newtox auctores plures hoc argumentum tracta- 
verint, interqne eos ili. Laplace in opere perfectissimo, Mecanique C^leste, tali 
modo, ut nihil amplius desiderandum reliquerit. 
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3. 

Disquisitiones circa tniitus carporum coelestium, quatenus fiunt iu sectio- 
nibus conicis, theoriam completam Imius curvarum generis neutiquam postulant: 
quin adeo unica aequntio generalis nobis sufficiet, cui omnia superstruantur. Et 
quidem maxime e pe esse videtur, eam ipsam eligere, ad quam tamquam aequa- 
tionem characteristicain deferimur, dum curvam secundum attractionis legem 
descriptam investigamus. Determinando scilicet quemvis corporis locum iu orbita 
sua per distantias x, i/ a duabus rectis in plano orbitae ductis atque in centro 
Solis i. e. iu altero curvae foco sub angulis rectis se secantibus, et denotando 
insuper corporis distantiam a Hole (positive semper accipiendam) per r, habe- 
bimus inter r, x, y aequationem linearem r-f-ar-f-S// = y , iu qua a, S, y 
quantitates constantes expriment, et quidem y quantitatem natum sua semper 
positivam. Mutando rectarum, ad quas distantiae x, y referuntur, situin per se 
arbitrarium, si modo sub angulis rectis se intersecare perseverent, manifesto forma 
aequationis valorque ipsius y non mutabuntur, 3 et 5 autem alios aliosque valores 
nauciseeutur, patetque, situm illum ita determinari posse, ut 6 evadat — u, a autem 
saltem non negativa. Hoc modo scribendo pro 3, y resp. e,p, aequatio nostra 
induit formam r+ex=p. Recta, ad quam tunc distantiae y referuntur, linea 
apsidum vocatur, p itrmijtarameter, e exeenlricUns\ sectio couiea denique ellipsis, 
parabolae vel hyperbolae nomine distinguitur, prout <- unitate minor, unitati 
aequalis, vel unitate maior est. 

Ceterum facile ititelligitur, situm lineae apsidum per conditiones traditas 
plene determinntum esse, unico casu excepto, ubi tum 3 tum 8 ium per se 
erant = 0 ; iu hoc casu semper fit r — j>, ad quascunque rectas distantiae x, y 
referantur. Quoniam itaque habetur e = 0, curva (quae erit circulus) secundum 
definitionem nostram ellipsium generi annumeranda est, id vero singulare habet, 
quod apsidum positio prorsus arbitraria manet, siquidem istam notionem ad hunc 
quoque casum extendere placet. 



4. 

1’ro distantia x iam angulum v introducamus, qui inter lineam apsidum et 
rectam a Sole iwl corporis locum ductam (radium veciornn) continetur, et quidem 
hic angulus ab ea lineae apsidum parte ubi distantiae x sunt positivae incipiat, 
versusque eum regionem, quorsum motus corporis dirigitur, crescere supponatur. 
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Hoc modo fit x — reosr, adeoqne formula nostru r — | unde protinus 

derivantur conclusiones sequentes: 

I. Pro t' = 0 valor radii vectoris r fit minimuni, puta = i+i : hoc pun- 
ctum periheiium dicitur. 

II. Vnloribns oppositis ipsius v respondent valores aequales ipsius r; quo- 
circa linea apsidum sectionem conicam in duas partes aequales dirimit. 

III. In ellipsi r inde a r = 0 continuo crescit, donec valorem maximum 
assequatur in nphelio pro v — ISO”; post aphelium eodem modo rursus de- 
crescit, quo ante increverat, donec pro v = 360° periheliuin denuo attigerit. 
Lineae apsidum pars perihelio hinc nphelio illinc terminata axis viator dicitur; 
hinc semiaxis maior, qui etiam (liniantia media vocatur, fit = j-£-— ; distantia 
puncti in medio axe iacentis ( centri ellipsis) a foco erit ( = ea, denotando per 
a semiuxem maiorem. 

IV. Contra in parabola ; proprie non datur aphelium, sed r ultra omnes 
limites augetur, quo propius v ad 180° vel — 180° accedit. Pro v = + 180° 
valor ipsius r fit infinitus , quod indicat, curvam n linea apsidum a parte perihelio 
opposita non secari. Quare proprie quidem loquendo de axi maiore vel centro 
curvae sermo esse nequit, sed secundum analyseos usum consuetum per ampliatio- 
nem formularum in ellipsi inventarum axi maiori valor infinitus tribuitur, cen- 
tramque curvae in distantia infinita a foco collocatur. 

V. In hi/jarbola denique v inter limites adhuc arctiores coercetur, scilicet 
inter v — — (180° — ■{/) et r — -}-(l80“ — ■}), denotando per tfi angulum, cuius 
cosinus = — . Dum enim r ad lxosce limites appropinquat, r in infinitum crescit; 
si vero pro v alter horam limitum ipse acciperetur, valor ipsius r infinitus pro- 
diret, quod indicat, hyperboliun n recta ad lineam apsidum angulo 180° — tp supra 
vel infra inclinata omnino non secari. Pro valoribus hoc modo exclusis, puta a 
180° — <{< usque ad 1 8 0 * — <J<, formula nostra ipsi r valorem negativum assignat; 
recta scilicet sub tali angulo contra lineam apsidum inclinata ipsa quidem hyper- 
bolam non secat, si vero retro producitur in alteram hyperbolae partem incidit, 
quam a prima parte omnino separatam versusque eum focum quem Sol occupat 
convexam esse constat. Sed in disquisitione nostra, quae ut iain monuimus suppo- 
sitioni innitur, r sumi positive , ad hanc alteram hyperbolae partem non respicie- 
mus , in qua corpus coeleste tale tantummodo ineedere posset, in quod Sol vim 
non attraetivam sed secundum easdem leges repulsivain exerceret. — Proprie 
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itaque loquendo etiam in hyperbola non datur aphclium; pro aphelii analogo id 
partis aversae punctum quod in linea apsidum iaeet, et quod respondet valoribus 
v = J8U°, r = — Jjt, haberi poterit. Quodsi ad instar ellipsis valorem ex- 
pressionis etiam hic, ubi negativus evadit, scmiaxem maiorem hyperbolae 

dicere lubet, duplum huius quantitatis puncti modo commemorati distantiam a 
perihelio simulque situm ei qui in ellipsi locum habet oppositum indicat. Perinde 
i. e. distantia puncti inter ltaec duo puncta medii (centri hyperbolae) a 
foco, hic obtinet valorem negativum propter situm oppositum. 



5. 

Angulum r, qui pro jmrabola intra terminos — ISO’ et — )— I prohypcr- 

bola intra — (180’ — et — j— (180" — tji) coercetur, pro ellipsi vero circulum 
integrum periodis perpetuo renovatis percurrit, corporis moti anomaliam veram 
nuncupamus. Hactenus quidem omnes fere astronomi anomaliam veram in ellipsi 
non a perihelio sed ab aphelio inchoare solebant, contra analogiam parabolae et 
hyperbolae, ubi aphclium non datur adeoque a perihelio incipere oportuit: nos 
analogiam inter omnia sectionum conicarum genera restituere eo minus dubitavi- 
mus, quod astronomi gallici recentissimi exemplo suo iam praeiverunt 

Ceterum expressionis r= formam saepius aliquantulum mutare 

convenit; imprimis notentur formae sequentes: 

_ _ P P , — P 

i +«— 3«suilr' 1 — < + lfCO»l<e (i r*+ (1 — t) •inlr* 

In parabola itaque habemus r = in hyperbola expressio sequens 

imprimis est commoda r = 



e. 

Progredimur iam ad comparationem motus cum 1 empore. Statuendo ut in 
art. 1 spatium tempore t circa Solem descriptum = {y, massam corporis moti = p, 
posita massa Solis — 1, habemus y = kt\/p.[/( 1 -j-p). Differentiato spatii autem 
fit = irrd», unde prodit kt^p Y(l + P 1 ) = jrrdv, hoc integrali ita sumto, ut 
pro 1 = 0 evanescat Haec integratio pro diversis sectionum conicarum generibus 
diverso modo tractari debet, quamobrem singula iam seorsim considerabimus, ini- 
tiuinque ab ELLIPSI faciemus. 
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Quum r ex v per fractionem detenninetur, cuius denominator e duabus par- 
tibus constat, ante omnia hoc incommodum per introductionem quantitatis novae 
pro v auferemus. Ad hunc finem statuemus tang ) v . ~ 7 = tang J E, quo 

pacto formula ultima nrt. praec. pro r praebet 



- = ,3SSi =p(rif 4- **f) = * (»—«-*> 

Po,Tofit cnS* = '• deo «l“ dv =rfir=77)l 



hinc mlc = ^f 7) = 0 ™ t . : (l e cos E)<1 A’, 



atque integrando kt \/ t — f- p.) = ( £• — e sin A)-|-Const, 



Quodsi itaque tempus a transitu per perihelium inchoamus, ubi » = o, E — 0 
ndeoqueConst. = «, habebimus, propter l ~~ e = a, 

E— ewu'E = * , 'K t +r* 

IV 

In hac aequatione angulus auxiliaris E, qui anomalia e xrentrica dicitur, in 
partibus radii exprimi debet. Manifesto autem hunc angulum in gradibus etc. 
retinere licet, si modo ctiaui e sin E atque — — ' 4 — — eodem modo exprimantur; 
in minutis secundis hae quantitates exprimentur, si per munerum 206264,806 
multiplicantur. Multiplicatione quantitatis posterioris supersedere possumus, si 
statim quantitatem k in secundis expressam adhibemus adeoque, loco valoris supra 
dati, statuimus k = 3548“, 1 8761 , cuius logarithmus = 3,5500065746. — Hoc 
modo expressa quantitas anomalia media vocatur, quae igitur in ratione 

temporis crescit, et quidem quotidie augmento * v ‘ ' ( + ^ , quod motus medius diur- 
nus dicitur. Anomaliam mediam per M denotabimus. 



7. 

In perihelio itaque anomalia vera, anomalia excentrica, et anomalia media 
sunt = 0; crescente dein vera, etiam excentrica et inedia augentur, ita tamen, 
ut excentrica minor maneat quam vera, medinque minor quam excentrica, usque 
ad aphelium, ubi omnes tres simul fiunt = 180”; hinc vero usque ad perihelium 
excentrica perpetuo est maior quam vera, mediaque maior quam excentrica, donec 
in perihelio omnes tres fiant = 360°, sive, quod eodem radit, omnes iterum = 0. 
Generaliter vera patet, si anomaliae verae v respondeat excentrica E mediaque M, 
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verne 350’ — » respondere excentricam 360* — E atque mediam 360* — M. 
Differentia inter anomaliam veram et mediam v — M aequatio centri uppellatur, 
quae itaque a perihelio ad aphelium positiva, ab apkelio ad perilielium negativa 
est, in perihelio ipso autem et aphelio evanescit. Quum igitur v et M circulum 
integrum a 0 usque ad 360* eodem tempore percurrant, tempus revolutionis unius, 
quod et tempus periodicum dicitur, in diebus expressum invenitur, dividendo 360* 
per motum diurnum * K , lIn( j e pro corporibus diversis circa Solem re- 

voluentibus quadrata temporum periodicorum cubis distantiarum mediarum pro- 
portionalia esse, quatenus ipsorum massas, aut potius massarum inaequalitatem 
negligere liceat. 

9. 

Eas iam inter anomalias atque radium vectorem relationes, quae imprimis 
attentione dignae sunt, colligamus, quarum deductio nemini in analysi trigonome- 
trica vel mediocriter versato difficultates obiicere poterit. Pluribus harum formu- 
larum concinnitas maior conciliatur, introducto pro e angulo cuius sinus est = e. 
Quo per <p designato, habemus ^(1 — ee) = costp, ^/(l-(-e) — cos (4 5* — J^).^/2, 
^(1 — e) = cos(45’+l<p)Y2, = tang (45*— f <p), ^(1 -+-«)+ /0 — «) 

= 2 cos 1 f, |/( 1 — |— e) — /( 1 — e) = 2 sin { tp. Ecce iam relationes praecipuas inter 
a, P, r, e, <p, v, E , M. 

sin iv . 

3 



I. p — «COStp 

II r = - — 

ii. r — +ecofB 

III. r = a(l — ecos E) 

tit n coBr+e • • ctmJS — e 

IV. cos E = 7 ^—, 8ive cos e = p 

V. aaiE= y/|(l— <x*E) =ain * v Vt££i s 

VI. cosj £ = j/j(l-f-cos£) = cosi»y 

VII. tang \ E — tang { » tang (4 5* — f <p) 

tmr • r* rainrcoB® r sinu 

VIII. 8111 E = 1 = — — 
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I.IBKR I. SECTIO I. 



rcosr = «( cosJE — e) = 2«cos(l E-\- i 9-f-4o“)cos(j E — I? — 15*) 
X. sin j (?' — E) — ain itp sin v.\/-— = sin J-p sin E.^/y 
XI. »iu i (e-f- E) = cos i psin c.^/^ = cos J psin E.^ " 

Xll. M = E— e sin E. 



9. 

Si perpendiculum c puncto quocunque ellipsis in lineum apsidum demissum 
retro producitur, usquedum circulo c centro ellipsis radio a descripto occurrat, 
inclinatio eius radii, qui puncto intersectionis respondet, contra lineam apsidum 
(simili modo intellecta ut supra pro anomnlia vera) anomaliae excentricae aequalis 
erit, ut nullo negotio ex aequ. IX. art. praec. deducitur. Porro patet, rsin v esse 
distantiam cuiusque puncti ellipsis a linea apsidum; quae quum per aequ. VIII. 
liat — « eos p sin E, maxima erit pro E = 90’, L c. in centro ellipsis. Haecoe 
distautia maxima , quae fit — a cos p = — ^ ap , gemiaxis minor appellatur. 

Iu foco ellipsis, L e. pro v — 90", distautia ista manifesto fit = p, sive semiparo- 
metro aequalis. 



10 . 

Aequationes art. 8. omnia continent, quae ad computum anomaliae excen- 
tricae et mediae e vera, vel excentricae et verae e media requiruntur. Pro dedu- 
cenda excentrica e veru valgo formula VII. adhibetur; plerumque tamen praestat 
ad liuuc finem aequ. X. uti, praesertim quoties excentricitas non nimis magna est, 
in quo casu E per X. maiori praecisione computari potest, quam per VII. Praeterea 
adbibita aequatione X., logarithmus sinus E, qui in XII. requiritur; protinus per 
aequationem VIII. habetur, quem adhibita VII. e tabulis arcessere oporteret; si 
igitur ili illa methodo hic logarithmus etiam e tabulis desumitur, simul calculi recte 
instituti confirmatio hinc obtinetur. Uniusmodi calculi examina et comprobationes 
magni seiuper smit aestimanda, quibus igitur consulere ip omnibus methodis in 
hoc opere tradendis, ubi quidem commode fieri potest, assiduae nobis ubique curae 
erit. — Ad maiorem illustrationem exemplum complete calculatum adiungimns. 

DataBint e = 3 10*55' 29"64 , p s= 1 4’ 1 2’ t"87, logr = 0,3307640; quae- 
runtur jt>, a, E et it. 



* 
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logsio<p 


9,3997262 


logeo* e . i . . . 


9,8 162877 




9,2060139 unde eeose = 0,1 606993 


log ( 1 -(- e cos v) . . 


0,0647197 





0,3307640 





0,3954837 


log cos <p’ 


9,9730448 


log« 


0,4224389 


log sin» 


9,8782740 n *) 





0,0323598.5 




9,8459141.5ii 


log sin 1 -f 


9,0920395 


log sin J (c — E). . 


8,9379536.511 hinc! (» — E) = — 4*58'22.'94 



v — E— — 9“56'45”88; E = 320*52' 15"52 

Porro fit 



log tt 9,3897262 


Calculus pro log sin E per formulam VIII. 


log206264,8 . . . 5,3144251 


log ~ sin v 


. . . . 9,813S543il 


loge in sec: . . . 4,7041513 


logcosip . . 


. . . . 9,9865224 


logsin£ 9,8000767 n 


log sin E . , 


. . . . 9,8000767 n 


4, 5042278n 


hinc e sin E in secundis = 3 1932" 14 






= 8°52'12'14 


atque M == 329’44'27'66. — Per formulam VII. calculus pro E ita se haberet : 


iv = 155 27 44 82 


logtang } v 


, . . . 9,6594579n 


45*— *? = 37 53 59 065 


logtang(45*- 


-J<p). 9,8912427 




logtang ] E , 


. . . . 9,S507006n 


unde 1 £ = 160‘26 7"76 atque E = 


320*52' 15" 52 


ut supra. 



tl. 

Problema inversum, celebre sub nomine problematis Keplehl, scilicet ex ano* 
miilia media invenire veram atque radium vectorem , longe frequentioris usu* est. 
Astronomi aequationem centri per seriem infinitam secundum sinus angulorum M, 
2 M, 3 M etc. progredientem exhibere solent, quorum sinuum co^fficientes singuli 



•j Liter a n loparithmo aFiixa indicat, numerum cui respondet DOpatiriiiii «se. 

3 * 
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LII1EU I. SECTIO I. 



et ipsi sunt series secundum potestates excentricitatis in infinitum excurrentes. 
Huic formulae pro aequatione centri, quam plures auctores evolverunt, hic immorari 
eo minus necessarium duximus, quod, nostro quidem iudicio, ad usum practicum, 
praesertim si cxcentricitas perparva non fuerit, longe minus idonea est, quam 
methodus indirecta, quam itaque in ea forma, quae maxime eommoda nobis videtur, 
aliquanto fusius explicabimus. 

Aequatio XII., E — JZ-|- esin E, quae ad transcendentiunfgeiius referenda 
est Bolutionomquc per operationes finitas directas non admittit, tentando solventia 
est, incipiendo a valore quodam approximato ipsius E, qui per methodos idoneas 
toties repetitas corrigitur, usque dum illi aequationi exacte satisfaciat, i. e. vel 
omni quam tabulae sinuum permittunt praecisione , vel ea saltem, quae tui scopum 
propositum sufficit. Quodsi hae correctiones haud temere sed per normam tutam 
atque certam instituuntur, vix ullum diserimen essentiale inter methodum taleui 
indirectam atque solutionem per series adest, nisi quod in illa valor primus in- 
cognitae aliqnntenus est arbitrarius, quod potius pro lucro habendum, quum valor 
apte electus correctiones insigniter accelerare permittat. Supponamus, e esse va- 
lorem approximatum ipsius E, atque x correctionem illi adhuc adiiciendam (in 
secundis expressam), ita ut valor E — t-j-x aequationi nostrae exacte satisfaciat. 
Computetur esin t in secundis per logarithmos, quod dum perficitur, simul e tabulis 
notetur variatio ipsius logsint pro I variatione ipsius c, atque variatio loge sin i 
pro variatione unius unitatis in numero e sint; sint hae variationes sine respectu 
signorum resp. X, p ubi vix opus est monere, utrumque logaritlunum per aequae 
multas figuras decimales expressum supponi. Quodsi iam c ad verum i]>sius E 
valorem tam prope iam accedit, ut variationes logarithmi sinus ab t usque ad 
. + *, variationesque logarithmi numeri ab esin t usque ad esiii(t-j-x) pro uni- 
formibus habere liceat, manifesto statui poterit rsin(e-|-.r) = esine+~, signo 
superiori pro quadrante primo et quarto, inferiori pro secundo et tertio valente. 
Quare quum sit f-\-x = J/-J- e sin (•-}-*), fit x s= (JZ-j-esine — t), valor- 
que verna ipsius E sive «+* = J/+ e sin i + ^ - (dZ-j-egin t — e), signis ea qua 
diximus ratione determinatis. Ceterum facile perspicitur, esse sine respectu signi 
p: X = 1 : e cos t , adeoque semper p>X, unde concluditur, in quadrante primo et 
ultimo dZ-j-esins incere inter t atque * — |— ’j-, in secundo ac tertio vero *+ x inter 
t atque dZ-j-esint, qiiue regula attentionem ad signa sublevare potest. 8i valor 
suppositus e nimis adhuc a vero aberraverat, quam ut suppositionem supra traditam 
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pro satis exacta lwberc liceret, certe per hanc methodum invenietur valor inulto 
propior, quo eadem operatio iterum adhuc, pluriesve si opus videtur, repetenda 
erit. Nullo vero negotio patet, si differentia valoris primi e a vero tamquam quan- 
titas ordinis primi spectetur, errorem valoris novi ad ordinem secundum referen- 
dum fore, et per operationem iteratam ad ordinem quartum, octavum e te., deprimi. 
Quo minor insuper fuerit exeeutricitas, eo velocius correctiones successivae con- 
vergent 



12 . 

Valor approximatus ipsius /?, a quo calculus incipi possit, plerumque satis 
obvius erit, praesertim ubi problema pro pluribus valoribus ipsius M solvendum 
est, e quibus quidum iant absoluti sunt Dificicutibus omnibus aliis subsidiis id 
saltem constat, quod E inter limites .1/ et M+e i acere debet (excentricitate e in 
secundis expressa, signoqne sujieriori in (|iiadrante primo et secundo, inferiori bi 
tertio et quarto accepto); quocirca pro valore initiali ipsius E vel M vel valor 
secundum aestimationem qualemeunquc auctus seu deminutus adoptari poterit 
Vix opns est monere, calculum primum, quoties a valore parum accurato inchoe- 
tur, anxia praecisione haud indigere, tabulasque minores quales cel. Lalandk 
curavit, abunde sufficere. Praeterea, ut calculi commoditati consulatur, tales 
somper valores pro s eligentur, quorum sinus e tabulis ipsus absque interpolatione 
excerpere licet; puta in minutis seu secundorum denariis completis, prout tabulae 
persbigula minuta seu per singulos secundorum denarios progredientes adhibentur. 
Ceterum modificationes, quas haec praecepta patiuntur, si anguli secundum di- 
visionem novam decimatem exprimantur, quisque sponte evolvere poterit. 

13 . 

Exemplum. Sit exeeutricitas eadem quae in exemplo art. 10. J/= 3 3 2’*2S 5 4 '7 7. 
Hic igitur est loge m secundis 4,7041513, adeoquo e = 50600’ = 14" 3 20'. 
Quare quum hic E minor esse debeat quam J/, statuemus ad calculum primum 
t = 326", unde per tabulas minores fit 

logsins 9, 7475611, mutatio pro t' t», unde >■ = »,»2 

loge in sec. . . 4,70415 
4,45 1 7 In 
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hinc e Hinc = — 28 295 = — 751 35 . Mutatio Inparithmi pro unitate tabulae, quae Me' 

1# i . ««i «•« «a i» wcuadw aequivalet, ... i*: unde u= i, e 

Jf -f-esmc 324 37 20 

Differt ab i 1 22 40 = 4960". Hinc pj*X4960* = 1240" 

= 20 40". Quare valor correctus ipsius E iit = 3 24 3 7 20” — 20 40 = 324°1 6 4 0^ 
cum quo calculum secundum tabulas maiores repetemus. 



logsins*. . . 9,7663059n >. = 29,25 

loge 4,7041513 

4,4704571 ii p = 147 



e sin c = — 29543", l 8 = — 9‘ 12’ 23"l8 
M -f-esih* 324 16 31,59 

Differt ab t ............ 9,41. Multiplicata hac differentia per j* 

^iVijb* l )ro< lit 2 09, unde valor deltuo correctus ipsius E— 32l’l 6 3 1 59— 209 
= 324’ 16'29"50, intra o’ot exactus. 



14. 

Pro derivatione anomaliae verae radiique vectoris ex anomalia exeetitriea 
aequationes art 9. plures methodos suppeditant, o quibus praeston tissituas explica- 
bimus. 

I. Secundum methodum vulgarom v per aequationem VII., atque tunc r per 
aequationem II. detonitinanttir ; hoc modo’ exemplum art. praoc. ita se liabet, reti- 
nendo pro /i valoretn in art 10. traditum: 



J £ = 162’ 8’ 14 75. 

log tangi E 9,5092198 n 

logtang(45*— |tp) . . 9,89 12427 

log tangi e 9,6169771 » 

|t>= 157*30’ 41 "50 
s=315 1 23,00 



loge v . 9,3897262 

logeog» 9,8496507 

9,2393859 
«cos» = 0,1735345 

logj».. 0,3954837 

log (1 + e. 008 ») . . 0, 0694959 
logr 0,3259878 



II. Brevior est methodus sequens, siquidem plures loci calculandi sunt, pro 
quibus logarithmos constantes quantitatum jAr(l -f-e), |/a ( 1 — ^ e) semel tantum 
computare oportet Ex aequationibus V. et VI. habetur 
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«sui } c.pV =s sin J ZJ. j/«(l -j-e) 
cos| c.^r =: eosj E. j/ rt(l — e) 

unde f e atque log expedite detenniimntnr. Generaliter nimirum, quoties habe- 
tur PmtQ — A, PcoaQ — fl, invenitur Q perfonnulani tang Q = ^ , atque tunc 
P per hanc P = si ^, vel per P — priorem adhibere praestat, quando 
sin Q est maior quam eos<?; posteriorem, quando eos Q maior eat quam sin Q. 
Plerumque problemata, in quibus ad tales aequationes pervenitur (qualia in hoc 
opere frequentissime occurrent), conditionem implicant, quod P esse debet quantitas 
positiva; tunc dubium, ntrum Q inter 0 et 180* an inter 180* et 30 n' accipere 
oporteat, sponte hinc tollitur. Si vero talis conditio non adest, linee determinatio 
arbitrio nostro relinquitur. 

In exemplo nostro habemus <■ = 0,2453102, 



log sin 1 E . . . . 


. . 9,4867632 


logeoaji? .... 9,9785434n 


logi/«(t+e) . . 


. . 0,2588593 


log^«(l — e) . . 0,1501020 


Hinc 

logan^u.l/r • • 


. . 9,7456225 J 


unde logtang {- t> = 9,6 1 6977 1 n 


logcosi r.tfr . . 


. . 0,1 286454 n j 


1« = 157*30 41 50 


log cos It’.... 


. . 9,9656515n 


i’ = 3 1 5 1 23,00 





. . 0,1629939 




l«g r 


. . 0,3259878 





III. His methodis tertiani adiieimus, quae aeque fere expedita est ac secunda, 
sed praecisione, si ultima desideretur, isti plerumque praeferentia. Scilicet primo 
deteriidnatur r per aequationum III., ac dein u per X. Ecce exemplum nostrum 
hoc modo tractatum: 



log' 




log COS A* . . . 


.... 9,9094637 




9.2991899 


e cos E — 


0,1991544 


l°g« 


.... 0,4224389 


lllg(l e cos | 


E) . . . 9,9033488 


log'' 


.... 0,3239677 



log sili £ 9,7063300 n 

log/(l— ecosJ5) . . 9, 95177 44 
9,8145022u 

log sin i 9,0920395 

log sin J (a — E) . . 8,90 600 17 n 
l(t> — E) =c — 4 , 37'33"24 
(e— £) =rs — 0 15 0,48 
V = 3 15 123,0 2 
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Ad calculum confirmandum formula VI II. vel XI. percommoda est, praesertim, 
si « et r per methodum tertiam determinatae sunt. Eccc calculum: 



log “ sin E 9,8627878 n logsin E.^ a f . . . . 9,Sl45622n 

log cos :p ...... 9,8865224 logcosl^ 9,9966567 

9,8493102n 9,8112189» 

log sinu 9,8493102» log sin | AI) . . 9,8112189n 



15. 

Quum anomalia media M, ut vidimus, per v et f complete determinata sit, 
sicuti v per J/ et , si omnes tres quantitates simul ut variabiles spectentur, inter 
ipsarum variationes differentiales aequationem conditionalem locum habere debere, 
cuius investigatio haud superflua erit. Differentiando primo aequationem VII. 
art. 8., prodit ^ ; differentiando perinde aequationem XII., fit 

d M — (l — e cos Ai) d E — sin AI cos Eliminando ex his aequationibus differen- 

tialibus d E, obtinemus 

d M = d» — (siniicosm-f- 

«DO \ * 1 COS? ) » 



sive substituendo pro sin Ai, 1 — e cos Ai valores suos ex aequatt. VIII., III. 



dJ/ = 



— — — du— ?£+«*! d. 

a a cos 9 aa cob 9” ~ 



sive denique, exprimendo utrumque coilfficientem per v et <p tantum, 



d M= dv 

(1 +eco»r)’ 



(J+etosrltinrcoi®’ , 
•— (H-coTr)- d f 



Vice versi considerando v tamquam functionem quantitatum aequatio hancce 

formam obtinet: 



d„ == a -? j ?pdA/+ 



(i«f-ec oit>) sine * 
cos 9 ™ 



sive introducendo E pro v 



dc = M (2 — ecosAI — e«)sin.Edtp. 



16. 

Badius vector r per v et tp vel per M et <p plene nondum determinatus est, 
sed insuper a p vel a pendet; constabit igitur eius differentiale tribus membris» 
Per differentiationem aequationis II. art 8. nanciscimur 
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dr __ dp , e siti p j (1 eosyooqe t j ^ 

r p ‘ i + troit i+«cosr f 

Statuendo lxic y — J “ — 2tangfdtp (quod sequitur e diflerentiiitione aequ. I.), 
exprimendoque secundum art. pnicc. do per d J/ et d^, prodit post debitas re- 
ductiones 

y = y -|- “ tangtp sin ed M — “costpcoscdtp , sive 
d r = f d a -f- a tang y sin v d M — a cos f cos e d tp 

t 'etenim hae formulae, sicut eae quas in art. jtraec. evolvimus, suppositioni 
innituntur, o, tp et M sive potius do, tlf, etd'J/ in partibus radii exprimi. Qnodsi 
igitur variationes angulorum o, f, AI in secundis exprimere placet: vel eas fomiu- 
larum partes quae dr, dtp aut d AI implicant, per 206284,8 dividere oportet, vel 
eas, quae continent dr, dp aut do, per eundem numerum multiplicare. Formulae 
igitur art, praee. , quae hoc respectu sunt homogeneae, mutatione opus non habe- 
bunt. 



17 . 

De indagatione aequationi» centri morimur pauca adiecisse liaud jsienitebit 
Primo sponte obvium est, differentiam inter anomaliam cxcentricam et mediam 
maximum esse pro E == 80*, ubi fit = e (in grndihus etc. exprimenda); radius 
vector in hoc puncto est = «/, unde e — 90*+^, adeoqne aequatio centri tota 
= tp-|-e, quae tamen hic non est maximum, quoniam differentia inter c et E ad- 
huc ultra 'f crescere potest, //oeccedifferentia fit maximum pni d (o — E) — 0 sive 
pr<i d r — d E, ubi exccntricitas manifesto ut constans spectanda est. Qua sup- 
positione quum generaliter liat ‘}' r = , patet, in co puncto ubi differentia 

inter c et E maximum est, esse debere sin r = sin E\ unde erit, peraeqnatt. 
VIII. III., r = «cos^p, e cos E — 1 — costp, sive cos E — tang { f. Perinde 
invenitur cos c = — tangj tp, quapropter erit*) r = 00° -j- are sin tang | tp, 
E — 90 ’ — are sin tang { tp ; hinc porro sin E = j/( 1 — tang } (p*) = , ita ut 

aequatio centri tota in hoc puncto fiat = 2 are sin tang J tp -)- 2 sin j tp .pVosy, parte 



*) Ad os masima. qusc inter apht-Hum et perihelium tacent. non opus est respicere, quum manifesto 
ait iis. quae inter petihelium et aphelium sita sunt, in ligtnis tantum differant. 



O. TU. N. 
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secunda in gradibus etc. expressa. — ln eo denique puncto, ubi tota aequatio centri 
ipsa maximum est, fieri debet dr = dJ/, ndeoque secundum art. 1 5, r = o,^/cos!p; 

hi„e«, ~r— '-r* i»«— 

formulam E ultima praecisione determinare licet. Inventa E, erit per acqn. 
X., XII., aequatio centri — 2 arc sin **° A* in -f- esinE. Expressioni aequationis 
centri maximae per seriem secundum potestates exccntricitatis progredientem, 
quam plure» auctores tradiderunt, hic non immoramur. Ut exemplum habeatur, 
conspectum trium maximorum, quae hic contemplati ginnus, pro lunonc ad- 
iungimns, ubi exceutricitas secundum elementa novissima = 0,2554996 sup- 
posita est. 



Maximum 


E 


E ~ 


-M 


v — 


-E 

! 


V — il 


E— M 


90' 0' 0" 


1 I ' :r>' 


20*57 


14’ 46' 


1 1*48 


29’ 26' 32*05 


v —E 


92 32 9 


14 30 

| 


5 4,01 


14 55 


41,79 


29 26 35,60 


v — M 


60 14 40 


14 36 


27,39 


14 53 


49,57 


29 30 16,96 



19 . 

In PARABOLA anomalia cxcentrica, anomalia media atque motus me- 
dius tierent = U ; hie igitur istae notiones comparationi motus cum tempore 
inservire nequeunt. Attamen iu parabola angulo auxiliari ad integrandum 
rrde omnino opus non habemus; iit enim rr de = = 

iPJ®0H -tan B * e*) d tangi r, adeoque J rrde = Ipp(taiiglo-)- J tangte*) -j-Const. 
Si tempus a transitu per perihelium incipere supponitur, Constans iit =0; ha- 
betur itaque 

tang J v + J tang J r* = * - * »?■+!») 

p 

per quam formulam I ex r, atque c ex t derivare licet, simulae p et p sunt co- 
gnitae. Pro p inter elementa parabolica nulius vector in perihelio qui eat \p ex- 
hiberi, massaque p omnino negligi solet Vix certe umquain ]H>ssil)lle erit, massam 
corporis talis cuius orbita tamquam parabola computatur, determinare, re veraque 
omnes cometae per optimas reeentissimasque observationes densitatem atque mas- 
sam tam exiguam habere videntur, ut haec insensibilis censeri tutoque negligi 
possit. 
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19. 

Solutio problematis, ex anomalia vera deducere tempus, multoque adhuc 
magis solutio problematis inversi, magnopere abbreviari potest per tabulam auxi- 
liarem, qualis in pluribus libris astronomicis reperitur. Longe veni commodissima 
est tabula lUuEEuiann, quae etiam operi egregio eel. Oi.beks ( Ahhnndhtng liber die 
leirhtente and heipiemrte Methode, die Itnhn ei ner Cometen zit bererhnen, Weimar 
1797) annexa est. Contiuct ea pro omnibus anomaliis veris a o usque ad 1 HO’ per 
singula !i minuta valorem expressionis 75tang} r-j- 2Mnng J r* sub nomine moh/s 
medii. Bi itaque tempus desii lenitur anomaliae verae c respondens, dividere opor- 
tebit motum medium e tabula argumento e excerptum per '“'J , quae quantitas 
motos mediue diurnor dieitur; contra si e tempore anomalia vera computanda est, 
illud in diebus expressum per — multiplicabitur, ut motus medius prodeat, quo 
anomaliam respondentem e tabula sumere licebit. Ceterum manifesto valori ne- 
gativo ipsius r motus medius tempusqne idem sed negative sunitum respondet: 
eadem igitur tabula anomaliis negntivis et positivis perinde inservit. Si pro p 
distantia in perilielio i p = </ uti malumus, motus medius diurnus exprimitur per 
ubi factor constans 28 1 2,5 fit = 0,9 1 2279061, ipsiusque logarith- 
mus 9,960 1277069. — Inventa anomalia r radius vector determinabitur per for- 



mulam iam supra traditam r = — ^ 



c«a S 



20 . 

Per differentintionem aequationis tang } e-f- 1 tang J e*= 2 tkp~l, si omnes 
quantitates e, t, p ceu variabiles tractantur, prodit 



in 

•1 a» 1 e* 
de 



2 k p *dt — 3 tkp * d p, sive 



IVp 



dt- 



*i k 

’ Jrr/p 






8i variationes anomaliae w in secundis expressae desiderantur, etiam ambae partes 
ipsius de hoc modo exprimendae sunt, i. e. pro k valorem in art. 6. traditum 
3.HS188 accipere oportet. Quodsi insuper pro p introducatur ip = q, formula 
ita se habebit 



do = ^dt--^~d 9 



4* 
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ubi logarithmi constantes adhibendi sunt logI.j /2 = 3,7005215724 , 1 j 
= 3,8766 1 2831 5 . 

Porro difFerentiatio aequationi» r = Mtppeditat 

d - r = -j- tang } ede, sive exprimendo dr per d< et dy; 

dr _ f • »*<UM b \ J Vft»n*ir J, 

r lrr/ji / '■* ' rr 



Go{ ; fticiena ipsius il ]>, substituendi) pro t valoreni suum per r transit in 



i s/Uanul e* 

p 4 rr 



- = y < 1 + i tang } >*- | sin | r' — { sin { r*tang } <•*) 



rosr 

ir 



col ! ffi ciens ipsius d t autem fit = ~j^p' Hinc prodit dr=f cosrdy>+ < dt, 
sive introducendo q pro p, 



dr 



cos r do l *'- - d / 

i ' pl q 



Lognrithmus constans hic ndhibendus est Ing/.q/j = 8,0850664 436. 



21 . 

In HYPERBOLA tp atque E quantitates inmginnriae fierent, quales si 
aversamur, illarum loco aliae quantitates auxiliares sunt introducendae. An- 
gulum cuius cosinus — -I inm supra per 'J< designavimus, radiumque vectorem 

= — — , - !' — , 7 invenimus. Faetores in denominatore huius fractionis, 

ir eojJ ir — ij,) ro«4 (r ’ 

cos J ( r — <[>) et eosf (r -f- <j>); aequales fiunt pro p = 0, secundus evanescit pro va- 
lore maximo positivo ipsius r, primus vero pro valore maximo negativo. Sta» nendo 
igitur = "i erit n= 1 in perihelio ; crescet in infinitum, dnm r ad li- 

mitem suum 180* — appropinquat; contra decrescet in infinitum, dum r ad li- 
mitem alterum — ( 180* — '{/) re.gredi supponitur: quod fiet ita, ut valoribus oppositis 
ipsius e valores reciproci ipsius «, vel qmsl idem est valores tale* quonini loga- 
rithmi oppositi sunt, respondeant. 

Hic quotiens « percommoile in hyperbola ut quantitas auxiliaris adhi- 
betur; aequali fere concinnitate istius vice fungi potest angulus cuius tangens = 
tangJf.|/'“], quem nt analogiam cum ellipsi sequamur, per \F denotabimus. 
Hoc modo facile sequentes relationes inter quantitates r, r, «, V colliguntur, uhi 
a — — h statuimus, ita ut h evadat quantitas positiva. 
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f> r os ^ 



2 cos | (c — ty co* i (r + 

ta»g ( FssUuig I r. ] =ti»TigJ ftanff = 

- =SStJ=S-31» ! =“■*(«•+< r> 

l __ . I | I) l 4*cn*'|.f«*r trMO 

co*F ’ JcwfOt — cos K» + iji) I +c eosv 

Subtrahendo ab aequ. V. utrimque 1, prodit 
sin+tiYr= 8 m = «io } F. |/k±£S 

= K«- 

Simili modo addendo utrimque I fit 
cos iv . /r = cos { F. ]/ (t + ^ F = cos J F. \f“ 

= *(“+ Ol/rfiii = 4(«+')l/ (< ~ ) - 

Dividendo VI. per VII. ad III. reveniremus; multiplicatio producit 
r sin v — pcotang^tang/*’ = /)tang^tang F 

= i/)cotang , |i.|« — i) = } /)tang'>.(«— 

E combinntione acquatt. II. V. porro facile deducitur 
r cos » = h(e— -.V) = i b ( t e— * - i) 

r=ft (5fs'-‘) = !*(«(« + ;) — 2) 



22 . 

Per differentiatioiiem formulae IV. prodit (spectando -ji ut quantitatem con- 
stantem) ^ = I (tang | (r -)- ■}) — tang j (r — J,)) d r = r d t> ; hinc 

rrdr = —^dii, sive substituendo pro r valorem ex X., 

rrdu =J6tang4p.(ie(l+^) — ^)d« 

Integrando deinde ita, ut integrale in perihelio evanescat, fit 
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Jrrdv =66tang(|(.| J e(« — ~ j — logtt) = kty/p.\/[\ -)- u) = X-t tangi}/. y/&. 1 -j-«) 

Logarithmus hic est hyperbolicus ; quodsi logarithmos e systemate BRiooieo vel 
generaliter e systemate cuius modulus = X adhibere placet, massaque p (quam 
pro corpore in hyperbola incedente liaud determinabilem esse supponere possumus) 
negligitur, aequatio hancce formam induit: 



XI. *X<s? 



, Ul 

lo K K = ir 



sive introducendo F 



X i tang F — Iogtang(45'-(- { F) — 



Si logarithmus Hiimoicos adhiberi supponimus, habemus logX = 0,6377843 1 1 3, 
logX/t = 7,8733657527, sed praecisionem aliquantulum maiorem attingere licet, 
si logarithmi hyperladici immediate applicantur. Tangentium logarithmi liyper- 
boliei in {duribiis tabularum collectionibus reperiuntur, e. g. in iis quas Schilze 
curavit, maiorique adhuc extensioni in ISeki. 1'bslm Magno Canone Triangulorum 
logarithmien, Colon. 1624, ubi jiersingula 10 progrediuntur. — Ceterum formula 
XI. ostendit, valoribus reciprocis ipsius «, sive valoribus oppositis ipsius F et v 
respondere valores oppositos ipsius t, quapropter partes hyperbolae aequnles a 
perihclioquc utrimque aequidistantes temporibus aequalibus describentur. 



23. 

Si pro inveniendo tempore ex anomalia vera quantitate auxiliari u uti pla- 
cuerit, huius valor commcHlissime per aequ. IV. determinatur; formula dein II. 
absque novo calculo statim dat p per r, vel r per p. Inventa n formula XI. dabit 
quantitatem ‘ , quae analoga eat anomaliae mediae in ellipsi et per N denotabitur, 

unde demanabit tempus post transitum per perilielium elapsum. Quum pars prior 
ipsius A r puta ,r ““ 1 per formulam VIII. fiat = calculus duplex huius 

quantitatis ipsius praecisioni examinaudne inservire, aut si mavis, N absque u ita 
exhiberi potest 

VII V Msiytiiii» i d» — 1 » ) 



Digitized by Coogle 




KKI.ATIOKE8 AD I.OCC» SIMPLICEM IX OKHITA SPECTANTES. 



31 



Sit e. = 1,261 SS2 1 sive <{, = 37*3j'o', r = 18*510", logr 
Tum calculus pro w, p, b, N, t ita se habet: 



Exemplum. 

0,0333535. 

IogCOS](v — $) . . . 9,094 1706 



logcosj (r -f-tji) • • • 9,9450577 

logr 0,0333595 

log 2 e 0,4020498 

log /i 0,3746356 

logcotang'}’ .... 0,2274244 

log b 0,6020600 

logj 9,43 I 2995 

logsint' 9,5093258 

l°g* ... 9,8377643 



Conipl. lngsiii']i . . . 0,2147309 
8,793 1305 

1‘ars prima ipsius A' = 0,0621069 



log« = 0,0491 4 29 

N =0,0129940 

logXfc 7,8733658 j 

| log A 0,9030900 \ 



0,0491 129 
1,1 197269 
1,2537928 



( alcuki» alter 

log{«« — 1) 9,4044793 

Cotnpl. logM 9, 9508371 

logX 9,6377843 

logje 9,7999838 

8,793 1395 



log A 8,1137429 

Differentia 6,970 2758 

k>gf 1,1434671 

t= 13,91413 



hinc log a . 
u 

uu 



24. 

8i calculum per logarithmos hyperbolicos exsequi constitutum est, quantitate 
auxiliari F uti praestat, quae peraequ. III. determinabitur, atque inde A T per XI.; 
semijianuiieter e radio vectore, vel vicissim bic ex illo per fonnulam VIII. computa- 
bitur; pars secunda ipsius N duplici si lubet modo erui potest, scii, per fonnulam 
log hyp tang ( 45’-f- } F), et per hanc log hyp eos | (» — fy) — log bypeos | 
Ceterum patet, quantitatem N hic nbi X = 1 in ratione l:X maiorem evadere, 
quam si logaritlimi Butooici adhibeantur. Ecce exemplum nostrum hoc motio 
tractatum: 
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log tang i 


9,5318179 




log tang i v 


9,2201009 




logtaug ] F 


8,7519168 


i F = 3" 13 58 12 


tog* 


0,1010188 




log tang F 


9,0543366 






9,1553554 


C. log byp eos | (v — ^) = 0,0 1342266 


e tang/’ = 


0,14300638 


(J.logbyp eogf (t) -f- -i) = 0,12650930 


log byp tang (4 5*-)- ) F) = 


0,1 1308666 


Differentia =0,11306664 


y = 


0,02991972 


log-V 8,4759575 


i°gfc 

Ilogfc 


8,2355814 1 
0,9030900 ' 


Differentia 7,3324914 



Iog< 1,1 434661 

< = 13,91-145 



25. 

Ad solutionem problematis inversi, e tempore anomaliam veram radiuinque 
vectorem determinare, primo ex y = 'kkl ~' *< per aequationem XI. elicienda est 
quantitas auxiliaris u vel h\ Solutio huius aequationis transsccmleutis teutaiulo 
perficienda erit, et per artificia iis quae in art. I 1. exposuimus analoga abbreviari 
poterit. Haec autem fusius explicare supersedento*: neque enim operae pretium 
esse videtur, praecepta pro motu hyperbolico in coelis vix ttmqunm fortasse se 
oblatum aeque anxie expolire ac pro motu elliptico, praetereaque omnes casus qui 
forte occurrere possent per methodum aliam infra tradendam absolvere licebit. 
Postquam F vel « inventa erit, r inde per formulam 111., aedein r vel per II. vel 
per VIII. determinabitur; commodius adhuc per formulas VI. et VII. v et r simul 
eruentur; e formulis reliquis una alterave pro confirmatione calculi, si lubet, in 
usum vocari poterit. 

26. 

RsemjJum. Manentibus e et h ut in exemplo praecedente, sit < = 65 , 41236 : 
quaeruntur v et r. Utendo logarithmis B iconicis liabemus 



log t 1,6156598 

logXfcA - *. . . . . 6,9702758 

logsV 8,7859356, unde A' = 0 , 06 1085 1 4. 
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Hinc aequationi N = Xetang h — logtang(45’-j- \F) satisfieri invenitur per F 
= 25' 24 27"66, unde fit per formulam III. 

logtangfF .... »,3530120 
logtaiigj (|i .... 0,5:118170 

logtang i v .... 0,821 1941 adeoque Ju=33'3 120 80 atque t>=67*2 r 59"78. 
Hinc porro habetur 

C.logcos J (p-fiji) . 0,2137476 1 

G. logeo» i (v — 40 . 0,0145107 | D5fferentk «,1992279 

log£ 9,0725869 '°frt«ng(45' + lf’). 0,1992280 

logr 0,2009541 



27. 

Si aequatio IV. ita differentiatur, ut u, e, '{< simul ut variabiles tractentur, 

prodit 

d« Mn<j*dD + «ned^ rt angj* . . . fda r . ^ 

u * eos | (f — ')f) cos i (r 4* 'f) V * 1 ' p cot d» ^ 

Differentiando perinde aequationem XI., inter variationes differentiales 
quantitatum i/, N emergit relatio 



4 " = (•■(' + r.)- ')■'•+ *• 



a it 



Hinc eliminando d « adiumento aequationis praecedentis obtinemus 



iiy 



r=*«^+(»+ ;)£**♦. *• 



28. 

Differentiando aequationem X., omnibus r, b , c, u pro variabilibus habitis, 
O. TU. M. 5 
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substituendo <1*- = — 4,d'J>, eliiniuandoqae d« adiumento aequationis inter d -V, 
d«, d^ in art. praec. traditae, prodit 

d'” = f d *+ ll ' LV + 1 c‘,j.{(« + ")si ,, 'J» (« }d<j, 



Cofifficiens ipsius d A’ jieraequ. V'1 1 1. transit in cot [ fficiens ipsius d^ au- 

tem, aubstituendopernequ.lv., w (sin tp — sinr) = sili( 4 > — r), - (sin ']i + sin r) 
= sin(i-J-p), mutatur in , ' 5 " lv ™ sl '_ ; tH ut habeatur 

d — H*+S5 4J,r +Ty** 

Quatenus porro N ut functio ipsarum b et t spectatur, tit d N = — df — } . b di, 
quo valore substituto, dr, ac perinde in art. praec. de, per d<, di, d tp expressae 
habebuntur. Ceterum quod supra monuimus etiam hie repetendum est, scilicet 
si angulorum r et <}> variationes non in partibus radii sed in secundis expressae 
concipiantur, vel omnes terminos qui de, d'} continent per 20 6 204 ,6 dividi, vel 
omnes reliquos per hunc numerum multiplicari debere. 



29. 

Quum quantitates auxiliares in ellipsi adbibitae 7 , E, M, iu hyperbole vu- 
lores imaginarios obtineant, liaud abs re erit, horum nextuu cum quantitatibus 
realibus, quibus hic usi sumus, investigare: apponimus itaque relationes praecipuas, 
ubi quantitatem imaginarium — 1 per i denotamus. 



tang(45'— } ? ) =l/| + ' = /|/“ = 

tang? = { cotang(45*— | <p) — } tang (45'— { ?) = — J - 

cwif = t tangar 

ff — 9u rlog(sin:p -f" teos^) = 9u" — i‘lugtang(45’-}- J 'J/) 
tang { E — i tang } F — 

l = i cotang }£-(-} tang } E = — i cotaug E sive 
ain E = itnng/’ — ~ '* 

0 att 

cotang E — i cotang \E — } tang { E = — sive 
tang E = » sin F = 'yp"7 
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r l w u 4* i 

cos A = — ^ 

COB r 2 M 



iE— log (cok E^~ » sin E) — log 1 sive 
E = ilogit == i‘logtang(45*-{- j F) 

M = E — e «in E — t log U — = 

Logarithuii in his formulis sunt hyperbolici. 



y 

x 



30. 

Quum omnes quos e tnbulis logaritlimicis et trigoiiomctricis depromimus 
numeri praecisionem absolutam non admittant, sed ad certum tantummodo gradum 
sint approximari, ex omnibus calculis illarum adinmento pertectis proxime tantum 
vera resultare possunt. In plerisque quidem easibns tabulae vulgares ad septimam 
figuram decimalem usque exactae, i. e. ultra dimidinm unitatem in figura septima 
excessu seu defectu numqnam abeiTnntcsa vero, praecisionem plus quam sufficien- 
tem suppeditant, ita ut errores inevitabiles nullius plane sint momenti: nihilomi- 
nus utique fieri potest, ut errores tabularum in casibus specialibus effectum suum 
exserant augmentatione tanta, ut methodum alias optimam plane abdicare aliam- 
que ei substituere cogamur. Uniusmodi casus in iis quoque calculis, quos hacte- 
nus explicavimus, occurrere potest; quainobrem ab instituto nostro haud alienum 
erit, disquisitiones quasdam circa gradum praecisionis, quam tabulae vulgares in 
illis permittunt, hic instituere. Esti vero ari hoc argumentum calculatori prar-tico 
gravissimum exhauriendum hic non sit locus, investigationem eo perducemus, ut 
ad propositum nostrum sufficiat, et a quolibet, cuius interest, ulterius expoliri et 
ad quasvis alias operationes extendi [sissit. 

31. 

Quilibet logarithmus, sinus, tangens ete, (aut generaliter qunelibet quantitas 
irrationalis e tabulis excerpta) errori obnoxius est, qui ad dimidiam unitatem in 
figura ultima ascendere potest: designabimus hunc erroris limitem per u>, qui ita- 
que in tabulis vulgaribus fit = 0,00000005. Qmslsi logarithmus ete. e talmlis 
immediate desumi non potuit, sed per interpolationem erui debuit, error duplici 
caussa aliquantulum adhuc maior esse potest. Primo enim pro parte proportionali, 
quoties (figuram ultimam tamquam unitatem spectando) non est integer, adoptari 
solet integer proxime maior vel minor: hac ratione errorem tantum 11011 usque ad 

5* 
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duplum augeri posse facile perspicitur. Ad liane vero erroris augmentationcm 
omnino hic non respicimus, quum nihil obstet, quominus unam alteramve figuram 
deeimalem j>arti illi proportionali affigamus, nulloque negotio pateat, logarithmum 
interpolatum, si pars proportionalis absolute exacta esset, eirori maiori obnoxium 
non esse quam logaritlimos in bdmlis immediate expressos, quatenus quidem horum 
variationes tamquam uniformes considerare liceat. Erroris augmentatio altem inde 
nascitur, quod suppositio isti omni rigore non est vera: seil hanc quoque negligi- 
uius, quoniam effectus differentiarum secundarum altiorumquc in omnibus prope- 
iiiodum casibus nullius plane momenti est l praesertim si pro quantitatibus trigono- 
metricis tabulae excellentissimae quas Tatmmi curavit adhibentur ), facilique negotio 
ipsius ratio haberi possit, ubi forte paullo maior evaderet. Statuemus itaque pro 
omnibus casibus tabularum errorem maximum inevitabilem = t», 'siquidem argu- 
mentum (i. e. numerus cuius lognrithmus, seu angulus cuius simis ete. quaeritur) 
praecisione absoluta habetur. Si vero argumentum ipsum proxime tautuiu innotuit, 
errorique maximo, cui obnoxium esse potest, respondere supponitur logaritbmi etc. 
variatio <•> (quam |>ei' rationem differentiatium definire licet), error maximus loga- 
ritbmi per talmlas computati usque ad w-f-iu ascendere potest. 

Vico versn, si adiumento tabularum argumentum lognrithmo dato respon- 
dens computatur, error maximus ei eius variationi aequalis est, quae respondet 
variationi in lognrithmo, si hie exarte datur, vel quae respondet variationi loga- 
ritbmi io -j- «i , si lognrithmus i|>sc usque ad io erroneus esse potest. Vix opus erit 
monere, io et «u eodem signo affici debere. 

Si plures quantitates intra certos tantum limites exartae adduntur, aggre- 
gati error maximus nequnlis erit aggregato singulorum errorum maximorum, iis- 
dem signis affectorum; quare etiam in subtractione quantitatum proxime exacta- 
rum differentiae error maximus summae errorum singulorum maximorum aequalis 
erit. In multiplicatione ve-1 divisione quantitatis non absolute exactae error maxi- 
mus in eadem ratione augetur vel diminuitur ut quantitas ipsa. 

32. 

Progredimur iam ad applicationem horum principiorum ad utilissimas ope- 
rationum supra explicatarum. 

I. Adbibendo ad computuin anomaliae verae ex anomalia exceutrica in motu 
elliptico forni. Vll.art. S., si -f et E exacte haberi supponuntur, in log tangi 45 — J^) 
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et logtang } A’ committi potest error <u, adeoque in differentia = logtang{ r error 
2u»; error maximus itaque iu determinatione anguli J r erit 
designante X modulum logarithmoruiii ad hunc calculum adliibitorum. Error ita- 
que, cui anomalia vera r obnoxia est, iu secundis expressus fit = a ”. ,lllr 20626'»" 
= nil712 sine, si logaritlimi llaiuoici ad septem figuras dueimales adliibeiitur, 
ita ut semper intra n'o7 de valore ipsius »> certi esse possimus: si tabulae minores 
ad quinque tantum figuras ndliilientur, error usque ad 7" 12 ascendere posset. 

II. Hi ecos E adiinneuto logarithnionnu computatur, error committi poteat 
usque ad *—?'* — ; eidem itaque errori olmoxia erit quantitas 1 — e eos E sive \ 
In computando ergo logarithino huius quantitatis error usque ad ( 1 — J— o) o> ascen- 
dere potest , designando per o quantitatem ,1^^,- positive «unitam: ad eundem 
limitem (l-J-4)t» ascendit error iu logr {Missibilia, siquidem logo exacte datus 
supponitur. Quoties excentrieitas parva est, quantitas $ aretis semper limitibus 
coercetur: quando vero e parum differt ab l, l — reos E perjwrva manet, qunm- 
diu E parva est; tunc igitur i ad magnitudinem lmud contemnendam increscere 
poteat, quocirca iu Ium- casu formula III. art. 8. minus idonea esset. Quantitas 
5 ita etiam exprimi potest "" r " _ quae formula adhuc clarius 

ostendit, quando errorem ( 1 -|- S)o> contemnere liceat. 

III. Adhibendo formulam X. art. 8. ad computum anomaliae verae ex ex- 
centrica, log obnoxius erit errori ( | -{- J o) to, adeoque logsiu { -psi» A'j/“ huic 
(t + 1 3)<«; hinc error maximus in detenninatione anguli r — E vel t' possibilis 
eruitur = "(7 -j- iitangj (r — E), sive in secundis expressus , si septeni figurae 
decimales adhibentur, = (0 166 -(-0 024 3) fjiugJ (p — E). Quoties excentrieitas 
modica est, 5 et taug](r — E) quantitates parvae erunt, quapropter haee metho- 
dus liraecisiom-ni maiorem permittet, quam ea quam iu 1. contemplati sumus: 
haecee contra methodus tunc praeferenda erit, qunndu excentrieitas valde magna 
est propeque ad unitatem accedit, ubi 3 et tang{(fi — E) valore* valde ronside- 
rnbiles nancisci possunt. Per formulas nostras, utra methodus alteri praeferenda 
sit, incile semper decidi jxiterit. 

IV. In determinatione anomaliae mediae ex exccntricH per formulam XII. 
art. 6. error qnantitatis eam A', adiumento lognrithmoruin computatae . adeoque 
etiam ipsius anomaliae J/, usque ad ascendere potest, qui errroris linies 

si in secundis expressus desideratur per 206265 est multiplicandus. Hinc facile 
concluditur, in problemate inverso, ubi E ex if tentando detenniuatur, E qunn- 
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... . sin h' d A' loifi sin K .. _ ...... ■■ ' ' . 

titate j- 206J65 = — — . 206265 erroneam ense posse, etsi aequa- 

tioni E — em\E = M omni quam tabulae permittunt praecisione satisfactum 
fuerit. 

Anomalia vera itaque e media computata duabus rationibus erronea esse 
potest, siquidem mediam tamquam exacte datam consideramus, primo propter 
errorem in computo ipsius v ex E commissum, qui ut vidimus levis sctnper mo- 
menti est, secundo ideo quod valor anomnliae excontricae ipse iam erroneus esse 
potuit. Effectus rationis posterioris definietur per productum erroris in E cotn- 

missi per ii; , quod productum fit =- > .^ w .20b265 = — .206205 

_ p.. * i 2, si septem figurae adhibentur. Hicerror, pro vilioribus 

jmrvis ipsius e semper modicus, permagnus evadere potest, quoties e ab unitate 
purum differt, uti tabella sequens ostendit, quae pro quibusdam valoribus ipsius 
e valoreui maximum illius expressionis exhibet. 



e 


error maximus 


t 


error maximus 


€ 


error maximus 


0,9« 


0"4 2 


0,94 


0 73 


0,98 


228 


0,91 


0,4 S 


0,95 


0,89 


0,99 


4,59 


0,9 2 


0,54 


0,96 


1,12 


0,999 


46,23 


0,93 


0,62 


i °> 97 


1,50 







V. In motu byperbolico, si v per formulam III. art. 2f. ex F et ji exacte 
notis detenninatur, error usque ad im ~ r . 206265" ascendere potest ; si vero per 
formulam tang i v — computatur, « et exacte notis, erroris limes 

triente maior erit, puta = 206265” = o" 09 sinti pro septem figuris. 



VI. 8i per formulam XI. art. 22. quantitas = N adiumento logarithmo- 
nim Baieoicorum computatur, e et u vel e et F tamquam exacte notas sup- 
ponendo, pars prima obnoxia erit errori - , ,f " , si computata est in forma 

\e(u — i)(»-H) i * j(«u -f Df« • , , . • - . ^ Xe i 

— - ~ u ----- > vel erron Ju i si computata est m forma } keu — ~ , vel 

errori 3 cui tangi 1 ’, si computata est in forma Xetang/’’, siquidem enorem in logX 

vel log^X commissum contemnimus. In casu primo error etiam per 5 eui tang .F, 

in secundo per — exprimi potest, unde patet, in casu tertio errorem omnium 

semper minimum esse, in primo autem vel secundo maior erit, prout u aut “>2 
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vel <2, sive piunt +F >36*51' vel <36°52’. — Pars secunda ipsius .V autem 
seinpcr obnoxia erit errori u>. 



VII. Vice versa patet, si u vel F ex N tentaiulo eruatur, « obnoxiam 
fore errori (I +5etangF)«i>j^, vel huic ( 1 + '“.'i' V’ prout membrum primum 

in vnlore ipsius N vel in factores vel in partes resolutum adhibentur; F autem 
errori huic (I +3ftangF)io^ r . Signa superiora post perihelinm, inferiora ante 
perihelium valent. Qnodsihicpro vel pro substituitur ^ emerget effec- 
tus huius errori» in determinationem ipsius r, qui igitur erit 
aut * '^* e,eT t si quantitas auxiliaris u adhibita est; contra, si adhibita 

est F, ille effectu» fit = = • { (l +«""£+ +'«**> }■ 

’ jrr ). | OUlgt* — Unui* l 

Adiicere oportet factorem 206265", si error in secundis exprimendus eat. Mani- 
festo hic error tunc tantum eonsiderabili» evadere potest, quando (/ est angulus 
parvus, sive e paullo maior qnnm I ; ecce vnlore» maximos huius tertiae ex pres- 
sionis pro quibusdam valoribu» ipsius e, ai septem figurae decimales adhibentur: 



t «nor maximus 
1,3 0 34 

1,2 0,54 

M 1,31 

1,05 3,03 

1.01 34,41 

1.001 1064,65 



Huic errori ex erroneo vnlore ipsius F vel « orto adiicere oportet errorem in 
V. determinatum , ut incertitudo totalis ipsius v habeatur. 

VUI. Si aequatio XI. art. 22. adiumeuto logarithmorum byperbolicorum 
solvitur, F pro quantitate auxiliari adhibita, effeetus erroris in hac opera- 
tione possibilis in determinationem ipsius r jair similia ratiocinia invenitur 

(l -f «cosri*»' iiesinr fl-f f cosr; u» 

tADdV — Itali* 

ubi pe.r e, incertitudinem maximam in tabulis logaritlmiorum hyperbolieorum 
designamus. Pars seciuida Imius expressionis identica est cum parte secunda 
expressionis in VII. traditae, primo vero in ratione Xu>':u» minor quam prima 
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in illa expressione, i. e. ili ratione 1:23, si tabulam Ursini ari octo ubique 
figuras exactam sive «i = 0,000000003 supponere liceret. 

33 . 

In iis igitur sectionibus conicis, quarum execntricitas nb unitate parum 
differt, i. e. in ellipsibus et hvporbolis, quae ad 'parabolam proxime accedunt, 
methodi supra expositae tnm pro determinatione anomaliae verae e tempore, tum 
pro determinatione temporis ex anomalia vera*), omnem quae desiderari posset 
praecisionem non patiuntur: quin adeo errores inevitabiles, crescentes dum orbita 
magis ad parabolae similitudinem vergit, tandem omnes limites egrederentur. 
Tabulae maiores ad plurcs quam septem figuras constructae hanc incertitudiiiem 
diminuerent quidem, sed non tollerent, nec impedirent, quominus omnes limites 
snjieraret, simulae orbita ad parabolam nimis prope accederet. Praeterea me- 
thodi supra traditae in hocce casu satis molestae fiunt, quoniam pars earuiii in- 
directa tentamina saepius repetita requirit: cuius incommodi taedium vel gravius 
est, si tabulis maioribus operamur. Haud sane igitur superfiuum erit, methodum 
peculiarem excolere, per quam in boc casu incertitudiiiem illam evitare, soloque 
tabulam vulgarium adminiculo praecisionem sufficientem assequi liceat. 



34. 

Methodus vulgaris, per quam istis incommodis remedium afferri sidet, se- 
quentibus principiis innititur. Respondeat in ellipsi vel hyperbola, cuius excen- 
tricitas e, semiparameter jt adeoque distantia in perihelio = i ^ — V, tempori 
post periheliuin I anomalia vera r; respondeat, porro eidem tempori in parabola, 
cuius semiparameter =2 q, sive distantia in perihelio = </, anomalia vera w, 
massa p vel utrimque neglecta vel utrimque aequali supposita. Tunc ]uitet haberi 



. f _ i/„ . i / 2 a 

integralibus a v = 0 et ir — t) incipientibus, sive 

(l-fc* i» » id» 

(I +fCOtr)'r'l J( t + cnair)* 



*) Quoniam tempus implicat factorem u 1 vel 6*, error in .V vel .V eummisius eo magis augetor 

quo maior fuerit a — — , vel b = . 

t — ee ee— t 
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Designando j“-* per a, taugjn per 0, integrale prius invenitur 

= ^(1 + 0).^+ 2<*)— i — 3aa)-f l6’(3aa— 4 a*) — etc.) 

posterius = tang J <r -f- J taug 1 /r 1 . Ex hac aequatione facile est determinare w 
per a et v, atque v jier a et ir, adiuinento serierum infinitarum: pro a si 

magis plaeet introduci potest 1 — e = , ^ = 3. Quum manifesto pro a = 0 

vel 3 = 0 fiat v = io, hae series sequentem formam habebunt: 

w — e -f- 3 v' -(- 53 e’ + 5* v" -j- etc. 

o = ie -f- 3 io' -j- 3 3 w" -(- 3* ie -f- etc. 

ubi e', v", v etc. erunt functiones ipsius »>, atque w, w ", uT etc. functiones 
ipsius w. Quoties 3 est quantitas perparva, hae series celeriter convergent, 
paueiqne termini sufficient ad determinandum w ex r, vel v ex w. Ex v> 
invenitur t, vel w ex t eo quem supra pro motu parabolico explicavimus modo. 



35. 

Expressiones analyticas trium coPffieientium primorum seriei secundae io\ 
w", >r~ Ressei. noster evolvit, simulquc pro valoribus numericis duorum pri- 
morum w, tc~ tabulam ad singulos argumenti ir gradus constructam addidit 
(vox Zach Mnnatlirhe Oorre*pomlenz , voL XII. p. 107 ). Pro eoefficicute primo 
iri tabula iam alite habebatur a Simpson computata, quae operi clar. Olhebk 
supra laudato annexa est. In plerisque casibus hacce methodo adiuinento tabulae 
BESSELiunae anomaliam veram e tempore praecisione sufficiente determinare licet: 
quod adhuc desiderandum relinquitur, ad haecce fere momenta reducitur: 

I. In problemate inverso, temporis puta ex anomalia vera determinatione 
ad methodum quasi indirectam confugere atque >o ex n tentaudo derivare opor- 
tet Cui incommodo ut obveniretur, series prior eodem modo tractata esse de- 
beret ac secunda: et quum facile perspiciatur, — v esse eandem functionem 
ipsius r, qualis ni est ipsius <e, ita ut tabula pro w signo tantum mutato 
pro v inservire possit, nihil iam requireretur nisi tabula pro c", quo utrumque 
problema aequali praecisione solvere liceat. 

II. Interdum utique occurrere possunt casus, ubi excentricitas ab unitate 
parum quidem differt, ita ut. methodi generales supra expositae praecisionem haud 
sufficientem dare videantur, nimis tamen etiammnn, quam ut in methodo pe- 

6 



o. th. a. 
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culi Ari nasio adumbrata effectum potestatis tertiae ipsius ? altiorumque tuto con- 
temnere licent. In motu imprimis hyperbolico eiusmodi casus sunt possibiles, 
ubi, sive illas methodis adoptes sive hanc, errorem plurium secundorum evitare 
non possis, siquidem tabulis vulgaribus tantum a«l septem figuras construetis 
utaris. Ktinmxi vero huiusmodi castis in praxi raro occurrant, aliquid certe deesse 
videri posset, si in mimihiix casibus anomaliam veram intra li l aut saltem n"2 
determinare non liceret, nisi tabulae maiores consulerentur, quas tamen ad libros 
rariores referendas esse constat. Haud igitur prorsus superfluam visum iri spera- 
mus expositionem methodi peculiaris, qua iamdudum usi sumus, quaeque eo etiam 
nomino se commendabit, quod ad exceutricitates ab unitate parum diversas haud 
limitata est, sed hoeee saltem respectu applicationem generalem patitur. 



36. 

Antequam liano methodum exponere aggrediamur, observare conveniet, in- 
certitudinem methodorum generalium supra traditarum in orbitis ad parabolae 
similitudinem vergentibus sponte desinere, simulae E vel F ad magnitudinem 
eonsidernbilem increverint, quod quidem iu magnis demum a Sede distantiis fiet. 
Quod ut ostendamus, errorem maximum tn ellipsi possibilem, quem iu art. 32. IV. 
invenimus " vrns "‘ r . 206265 ita exhibemus '"V/ . 206265', unde 

sponte patet, errorem arctis semper limitibus circumscriptum esse, simulae E va- 
lorcin considerabilem acquisiverit, sive simulae cos E ab unitate magis reeesserit, 
quantumvis magna sit cxcentricitax. Quod adhuc luculentius apparebit per tabu- 
lam sequentem, in qua valorem numericum maximum istius formulae pro quibus- 
dam valoribus determinatis computavimus (pro septem figuris deeimalibus): 



A’ = l o’ eiTor maximus = 3"04 
20 0,76 

30 0,34 

40 0 , 1 » 

50 0,12 

60 I 0,06 



Simili modo res se habet in hyperbola , ut statim apparet, si expressio in art. 32. 
VII. eruta sub hanc formam ponitur 3 11 2 o 6 2 6 5*. Valores 
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maximos huius expressionis pro quibusdam vilioribus determinatis ipsius F tabula 
sequens exhibet: 



F 


1 


U 


error nuutimut 


10* 


1,1(12 0,83(1 


S 00 


20 


1,423 


0,700 


1,38 


30 


1,732 


0,577 


0,47 


40 


2,144 


0,400 


0,22 


50 


2,747 


0,304 


0,1 i 


60 


3,732 


0,203 


0,0 6 


70 


5,071 


0,170 


0,0 2 



Quoties itaque E vel F ultra 4o" vel 50“ egreditur (qui tamen casus iu or- 
bitis a parabola parum discrepantibus haud facile occurret, quum corpora coelestia 
in talibus orbiti» incedentia iu tanti» a Sole distantiis oculis nostri» plerumque »e 
subducant), nulla aderit ratio, cur methodum generalem deseramus. Ceterum in 
tali casu etiam serie» de quibus in art. 34. egimus nimis lente convergerent: neuti- 
quam igitur pro detectu methodi nunc explicandae haberi potent, quod ii» impri- 
mis casibus adaptata est, ubi E vel F ultra valore» modico» nondum excrevit. 

37. 

Kesmimnm» in motu elliptico aequationem inter anomaliam excentricam et 
tempus 

E — e»in A’ = 

a 1 

ubi E in partibus radii expressam supponimus. Faetorem |/(l-f-p) abhinc 
omittemus; si umquam casu» occurreret, ubi eiu» rationem habere in potestate 
operaeque pretium esset, signum t non tempus ipsum post periheliuui , sed hoc 
tempus per j/( 1 -f- p) multiplicatum exprimere deberet. Designamus porro per q 
distantiam in perihelio, et pro E et sin A’ introducimus quantitates E — sin A’ 
et E — ,’r(E — sin A'| = A’-)- sinA": rationem cur has potissimum eligamus 

lector attentus ex sequentibus sponte deprehendet. Hoc modo aequatio nostra 
formam sequentem induit: 

( 1 — e )(i'fE + rV *>•» E) -f- ( T V + iV e) (E — sin E) = k( 

6 * 
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Quatenus A’ ut quantitas parva ordinis primi spectatur, erit E-\- sin E 
= E — E * -)- A’ 5 — ete. quantitas ordinis primi, contra E — sin E = 

i E * — , } f A’*-)- i,', „ A’’ — etc. quantitas ordinis tertii. Statuendo itaque 

«(*.'— »in E) ^K + fiSiuE .. 

erit 1/1 = E * — E* — j , 1 , , E* — etc. quantitas ordinis secundi, atque 
B = 1 A’* — etc. al> unitate quantitate quarti ordinis diversa. Aequatio 

nostra autem hinc Ht 

«(2 (1 — e) A' + M ' + »«) = **(' ~ e f ['] 

Per tabulas vulgares trigonometrieas •,% E + y’, sili E quidam praecisione sufti- 
eiente calculari potest, non tamen E — sin A’, quoties E est angulus parvus: 
hacce igitur via quantitates A et U satis exacte determinare non liceret. Huic 
autem difficultati remedium afferret tabula peculiaria, ex qua cum argumento E 
aut ipsum H aut logarithimuu ipsius H excerpere possemus: subsidia ad con- 
structionem talis tubulae necessaria cuique in anulysi vel mediocriter versato facile 
se offerent. Adiumentn aequationis 

» K 4 - sin K / . 

etiam j/ A, atque hinc I per formulam [l] omni (piae desiderari potest praecisione 
determinare liceret. 

Ecce specimen talis tabulae, (piod saltem lentam augmeiitationem ipsius 
log H manifestabit: superfluum esset, hanc tabulam maiori extensione elaborare, 
infra enim tabulas formae multo commodioris descripturi sumus: 



K 


logii 


[ E 


log /i 


0* 


0,0000000 1 


' 35° 


0,0000045 


5 


000 i 


40 


1090 


10 


004 


45 


1758 


is 


022 


50 


2075 


2» 


000 


55 


3010 


25 


108 > 


60 


5526 


30 


340 


i 
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39. 

Haud inutile erit, en quae in art. praee. sunt tradita exemplo illustrare. Pro* 
posita sit anomalia vera =100*, excentricitas =0,96764567, log? =9,7656500. 
Eccc iam ealculuin pro E , IS, A et t: 



logbing}» . . <1,6761965 
• • • »,1079927 

logtang J E . . 9,1841792, unde j£=8’4 11 9"32, atque £= I 7’22 38"64. 



Huic valori ipsius E respondet log It = 0,0000040 ; porro invenitur iu partibus 
radii £=0,3032928, sin E — n, 2986643, unde £-f-,Vsin£= o, 1514150, 
cuius logarithinus = 9,1801699, adeoque log.d' = 9, 1601649. Hinc dudu- 
citur per formulam fl] art. praee. 



• • • *.«»*• »4 

logH* 9,1801649 

log43, 56396 = 1,6391263 
19,9801 4 
63,54400 = t 



log^l. . . . 
log 19,98014 



. . . 3,7601038 
. . . 7,5404947 
= 1,3005985 



Tractando idem exemplum secundum methodum vulgarem, invenitur rsin£ iu 
secundis = 3961 n“79 = 1 8*33’30”79, unde miomal ia media = 49 7 85 = 2947 85. 
Hinc et ex logA - ('^ r )* = 1,6664302 derivatur t = 63,544 10. Differentia, 
quae hic tantum est , «1«« pars unius diei, conspirantibus erroribus facile triplo 
vel quadruplo maior evadere potuisset. 

Ceterum patet, sedo adiuniento talis bibulae pro log II etiam problema in- 
versum omni praecisione solvi posse, determinando E per tentamina repetita, 
ita ut valor ipsius t inde calculatus cum proposito congruat Sled liacc operatio 
satis molesta foret: quamubrem iam ostendemus, quomodo tnbulam auxiliarem 
multo commodius adornare, tentamina vaga omnino evitare, totumque calculum 
ad algorithmum maxime concinnum atque expeditum reducere liceat, qui nihil 
desiderandum relinquere videtur. 



39. 

Dimidiam fere partem laboris quem illa tentamina requirerent abscindi 
posse statim obvium est, si tabula ita adornata habeatur, ex qua log IS immediate 
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argumento A desumere liceat. Tres tunc superessent operationes; prima in- 
directa, puta determinatio ipsius A, ut aequationi [1] art. 37. satisfiat; secunda, 
determinatio ipsius E ex .1 et /#, quae tit directe vel per aequationem E — 
= %U{A^ -f- ,Si vel per hanc sin E — 2 Ii(A ^ — f- ^4*) ; tertia, determinatio 
ipsius v cx E per aequ. Vll. art. S. Operationem primam ad nlgorithmtim 
expeditum et a tentaminibus vngis liberum reducemus; secundam et tertiam vero 
in unicam contrahemus, tabulae nostrae quantitatem novam C inserendo, quo 
pacto ipsa E omnino opus non habebimus, sinnilque pro radio vectore formulam 
elegantem et commodam nanciscemur. Quae singula ordine suo iam peraequemur. 

Primo aequationem [1] ita transformabimus, ut tabulam BAnxEuiaiiam ad 
eius solutionem adhibere liceat. Htntuenms ad hunc finem A - = tangj , 

unde tit 7 5 tang } <c -)- 25 tang J ir* = " l> ' ^ t : e> = y designando constantem 
per a. Si itaque Ii esset cognita, w illieo e bibula B.wiKKKiana 
desumi posset, ubi est anomalia vera, cui respondet motus medius y ; ex w de- 
rivabitur A per formulam A = 6 tang { »c*, designando constantem per 6. 

Iam etsi Ii demum ex A per tabulam nostram auxiliarem innotescat, tamen 
propter perparvam ipsius ab uuibite differentiam praevidere licet, w et A levi 
tantum errore affectas provenire posse, si ab initio divisor Ii omnino negligatur. 
Determinabimus itaque primo, levi tautnm calamo, ir et A, statuendo /i — 1 ; 
cuin valore approximato ipsius A e tabula nostra auxiliari inveniemus ipsum Ii t 
eum qua eundem calculum exactius repetemus; plerumque respondebit valori sic 
correcto ipsius A prorsus idem valor ipsius /i, qui ex approximato inventus 
erat, ita ut nova operationis repetitio superflua sit, talibus casibus exceptis, ubi 
valor ipsius E iam valde considerabitis fuerit. Ceterum vix opus erit monere, 
si forte iam ah initio valor ipsius H quoiiiodocunque approximatus aliunde in- 
notuerit (quod seniper flet, quoties e pluribus locis haud inultum ab invicem di- 
stantibus computandis, unus aut alter iam sunt absoluti) praestare, hoc stntim in 
prima approxi unitione uti: hoc modo calculator scitus saepissime ne una quidem 
calculi repetitione opus habebit. Hanc celerrimam approximationem inde assecuti 
siiruus, quod H ab I differentia ordinis quarti tantum distat, in coffficientcm 
perparvum niimcricum insuper multiplicata, quod commodum praeparatum esse 
iam perspicietur per introductionem quantitatum E — sin A', T ', sin A loco 

ipsarum E , sin E. 
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4 U. 

Quum uri operationem tertiam, puta (lctemiiuatiouem anomaliae verae, an- 
gulus E ipse non requiratur, sed tantum tang) E sive potius logtang } E, ope- 
ratio illa cum secunda commode iungi posset, si tabula nostra immediate suppe- 
ditaret lognritiimum quantitatis ' , quae ab l quantitate ordinis secundi 

differt. Maluimus tamen tabulam nostram modo aliquantulum diverso adornare, 
quo extensione minuta nihilominus interpolationem multo commodiorem assecuti 
sumus. Scribendo brevitatis gratia T pro tang } E' y valor ipsius A inart. 37. 

traditus * ' in !"'/ facile transmutatur in 
» r. + sin h 

. r-sr+ir-vr+itr-at. 

> -A r+A •/■*+ ft r- «r. 



ubi lex progressionis obvia est. Hinc deducitur per conversionem serierum 

r = 1 — i A+ ,■» , A’+ , ; , A*-\- A*+ r »Y» T »V. i A*+ ctc. 

Statuendo igitur = I — erit 0 quantitas ordinis quarti, qua in ta- 
bulam nostram recepta, ab A protinus transire possumus ad r per formulam 

tang • c = l/' t f . t/ A — ■ T •*■»] * „ 

designando per f constantem |/| 1 Hoe modo simul lucramur calculum 
percommodum pro radio vectore. Fit enim (art. 5. VI.) 



q cos 

cos 5 r 1 



(i + 7 koi> i r* 



(I — £4 + 0« 

(i + M + Ocoslr* 



41 . 

Nihil iam supereat, nisi ut etiam problema inversum, puta determinationem 
temporis cx anomalia vera, ad algoritlunum expeditiorem reducamus: ad hunc 
tiuem tabulae nostrae columnam novam pro T adiecimus. Computabitur itaque 
primo T ex v per formulam T — | ^ tang J r 1 ; dein ex tabula nostra argu- 
mento T ilesumetur A et log/1, sive {quod exactius, imo etiam commodius 
est) C et log/i, atque hinc A per formulam A — tandem ex A et B 

eruetur t per formulam [1] art 37. Quodsi hic quoque tabulam BAKKEKiutiatn 
in usum vocare placet, qnod taineu in hoc problemate inverso calculum minus 
sublevat, non opus est ad A respicere, sol statini habetur 

tang } w — tang ] r. n 
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atque hinc tempus /, multiplicando motum medium anomaliae verae w in ta- 
bula BaBHEuiaua respondentem per 



4 2 . 

Tabulam, qualem hactenus descripsimus, extensione idonea construximus, 
operique huic adiecimuB (Tab. I.). Aii ellipsiu sola para prior «pectat; partem 
alteram, quae motum hyperbolieum complectitur, infra explicabimus. Argumen- 
tum tabulae, quod eat quantitas A , per singulas partes millesimas a 0 usque 
ad 0,300 progreditur; sequuntur log B et C, quas quantitates in partibus 
I0000000 m “, sive ad septem figuras decimalcs expressas subintclligcre oportet 
cifrae enim primae, tiguris significativis praeeuntes, suppressae sunt; columna 
denique quarta exhibet quantitatem T primo ad 5 deilt a<l 6 figuras computa- 
tam, quae praecisio abunde sufficit, quum haec columna ad eum tantummodo 
usum requiratur, ut argumento T valores respondentes ipsius log B et C habe- 
antur, quoties ad nonnam art. praee. t ex r detenninare lubct. Quum pro- 
blema inversum, quod longe freqnentioris usus est, puta determinatio ipsius /• et 
r ex /, omnino absque quantitatis T subsidio absolvatur, quantitatem A pro 
argumento tabulae nostrae eligere maluimus quam T, quae, alioquin argumen- 
tum aeque fere idoneum fuisset, imo tabulae constructionem aliquantulum fncili- 
tavisset. Haud siijH-rfluum erit monere, omnes tabulae numeros ad decem figuras 
ab origine caleulatos fuisse, septemque adeo figuris, quas hic damus, ubique tuto 
confidere licere ; mnthodis autem analytiei» ad hunc laborem in usum vocatis hoc 
loco immorari nou possumus, quarum explicatione copiosa nimium ah instituto 
nostro distraheremur. Ceterum tabulae extensio omnibus casibus, ubi methodum 
hactenus expositam sequi prodest, abunde sufficit, quum ultra limitem A = 0,3, 
cui respondet T— 0,39237 4 sive A' = (44*7, methodis artificialibus commode 
ut supra ostensum est abstinere liceat. 



4 3. 

Ad maiorem disquisitionum praecedentium illustrationem exemplum calculi 
completi pro anomalia vera et radio veetore ex tempore ndiieinms, ad quem finem 
numeros art. 38. resumemus. Statuimus itaque e = 0,90764567, log</ = 
9,7656500, / = 63,54400, unde priino deducimus constantes loga = 0, 3052357, 
log6 = 8,2217364, logf = 0,0028755. 
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Hinc fit loga/ = 2,1093102, cui respondet in tabula Bakkkiu valor ap- 
proximatus ipsius te = 99“ 6', unde derivatur A — 0,022923 , et ex tabula 
nostra log /I = 0,0000040. Hinc argumentum correctum quo tabulam Rahrebi 
intrare oportet fit = log^ 1 = 2,1 083062, cui respondet w = 99’6' 1 3”l 4 ; dein 
calculus ulterior ita se lmbet: 



logtangjMs* . . 0,1385934 



log 6 8,2217364 

logA 8,3603298 

A =0,02292608 

hinc logif perinde ut ante ; 

C =0,000024 2 

1— M + c= 0,98 1 0833 



l-fM-f-C= 1,0046094 



log tang \w ..... . 

l°gt 

tC.log(l-U + Q. 


. 0,0692967 
. 0,0028755 
. 0,0040143 


logtang } v 


. 0,0761965 




= 50* 0' 0" 


V 


=100 00 


logtf 


. 9,7656500 


2 Comp. log cos } u . . 


. 0,3838650 


l«g(l — lA + C). . . 


. 9,9919714 


C.logO + l A-j-C) . 


. 9,9980028 


log r 


. 0,1394892 



Si in hoc calculo factor B omnino esset neglectus, anomalia vera erro rusculo 
0"l tantum (in excessu) prodiisset affecta. 



44. 

Motum hyperbolicum eo brevius absolvere licebit, quoniam methodo ei 
quam hactenus pro motu elliptico exposuimus prorsus analoga tractandus est. 
Aequationem inter tempus t atque quantitatem auxiliarem n forma sequente 
exhibemus: 

(« — * ) ( *V («— j) + Al«’g«) + (A+ A«)(i log») ==fc<(^ 1 ) 1 

ubi logarithmi sunt hyperbolici, atque t * r (« — i) -j- ^logw quantitas ordinis 
primi, { |« — — logo quantitas ordinis tertii , simulae log»/ tamquam quan- 
titas parva ordinis primi spectatur. Statuendo itaque 

*(*(*»— ^)~ lo gM ) _ 4 . + _ d 

a(“— ^)+ 'V* 

Q. TH. U. ~ 
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frit A quantitas ordinis secundi, Jl autem nb unitate differentia ordinis quarti 
discrepabit. Aequatio nostra tunc formant sequentem induet: 

^(2(e-l)yl»+A(l + 9c)^) = t/[*-^) 1 [2] 

quae aequationi [1] art. 37. prorsus analoga est. .Statuendo porro J 
erit T ordinis secundi, et per methodum aerierum infinitarum invenietur 

A r = 1 + \A + , UA '— , ; ... ri J + „ J i • ? , A* — oW.V.r A s + etc. 

Quamohrem ponendo A f — I -|- J .1 + 6', erit G quantitas ordinis quarti, atque 
A = -j T - Denique pro radio vectore exacqu. VII. art. 21. facile sequitur 

_ V C+U Mlj 

(I— T] «* 1 r‘ (t — fX + Cj.^Sr 1 



15. 

Pars posterior tabulae primae operi huic annexae ad motum hyperbol icunt 
spectat, ut iam supra monuimus, et pru argumento A (utrique tiihulae parti 
communi) logarithmum ipsius // atque qnantitittem C ad septem figuras deci- 
tuales (eifris praecedentibus omissis), i|uautitatem T vero tui quinque deiu ad 
sex figuras sistit. Extensa est haec pars, perinde ut prior, usque ad A — t),3oti, 
cui respondet 7’=t t>,24 1 207, n = 2,930 vel 0,311, /'= + 5219; ul- 
terior extensio superflua fuisset (art 38.), 

Ecee iam ordinem calculi tum pro determinatione temporis ex anomalia vera 
tum pro determiuntione anomaliae verae ex tempore. In problemate priori habe- 
bitur T per formulam T — r ~' tang ) r*; ex T tabula nostra dabit logii et 
C, nude erit A = 1 _ . T ; hinc tandem per formulam [2] art. praec. invenietur 
/. In problemate posteriori computabuntur primo loguritlmii constantium 



»_*✓«+ 1£) 

sr — r. 
i -4-or 



= VT 



+ »<• 



Tunc determinabitur A ex t prorsus eodem modo ut in motu elliptico, ita 
scilicet ut motui medio ^ in tabula Haukeiu respondeat anomalia vera io atque 
fiat A = 6 tang J */»*; eruetur scilicet primo valor approximatus ipsius A ne- 
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glecto vel si subsidia adsunt aestimato faetore It ; bine tubula nostra suppeditabit 
valorem approximatum ipsius It, eum quo operatio repetetur; valor novus ipsius 
H hoc modo prodiens vix uuujuaui eorreetionem sensibilem passus, neque adeo 
nova cnlenli iteratio necessaria erit. Correcto valore ipsius .1 e tabula desume- 
tur C, quo facto habebitur 



7 lan# I m 

'g ! v = . 



0±M+C) S 

i,1 — i A -+ f!)CIN 1 i 4 * 



tnngj v — - (l+ . 1 + 0 , 

Patet hinc, inter formulas pro motu elliptico et hypcrbolico nullam omnino dif- 
ferentiam reperiri, si modo S, A et 7' in motu hyperbolieo tamquam quanti- 
tates negativas tractemus. 



■ 16 . 

Mutum hyperbolicum quoque aliquot exemplis illustravisse haud inutile 
erit, ad quem Hnem numeros artt. 23. 26. resumemus. 

I. Data sunt e= 1,2618820, logi/ = 0,0201657, c — 18*5 l'o": qiuie- 
ritur t. Habemus 



2logtangJe . . . 


. . 8,4402018 


1 »gT 


7,5038375 


I I 

l, *i+T 


. . 9,0636357 


h 1f (l+t') 


0,00000 0 2 


log T 


. . 7,50JlSiJ75 


C.log(t — JT) . . . 


0,001 1099 


T 


= 0,00319034 


l"gM 


7,5049476 


log /4 


= 0,0000001 






c' 


= 9,0000005 






1 1 Bn l 

^tvV-T) 


. . 2,3866444 




2,8843582 


log^li 


. . 8,7524738 


log.l’ 


6,2574214 


log 1 3,77584 = 


1,1391 182 


logo, 138605 = 


9,1417796 



0,13861 
1 3,9 m 5 = t 



II. Manentibus e et q ut ante, datur 1 = 05,41236, quaeruntur v et r. 
Invenimus logarithmos constantium 

logo = 9,0758345 
logS = 9,025 I 6 19 
logf = 9,9807640 
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Porro prodit logaf = 1,7914943, unde per tubulam Barkkbi valor approxi- 
inatus ipsius »e = 70* 3 1' 4 1, atque hinc A = 0,052983. Huic A in tabula 
nostra respondet log/J = 0,0000207; unde log’* = 1,7914736, valor cor- 
rectus ipsius ir = 70*3l’36"86. Calculi operationes reliquae ita se habent: 



2 log tangi te 

!_•_! • • • • 



A = 

log ti ut ante 

C = 

t + M + C = 
1—iA + C' = 



9,6999398 

9,0251649 

8,7241047 

0,05297911 

0,000125 2 
1,0425085 
0,9895294 



logtangjte 9,8494699 

logY 9,9807646 

fC.lo g(l-Hvt + C). 9 ,9909602 

log tangi» 9,8211947 

1 v — 33’3l'30'02 

v = 67 3 0,04 

logfl 0,0201657 

2C.logcos{» .... 0,1580379 
l°g(l + i A + C) . . 0,0180796 
C.log(l — jA + C) . 0,0045713 
logr 0,2008544 



Quae supra (art. 26.) inveneramus v = 67*2' 59”78, logr = 0,20085 41 , mi- 
nus exacta sunt, proprieque evadere debuisset r = 67*3' o"oo, quo valore 
supposito valor ipsius 1 per tabulas maiores fuerat computatu*. 
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In Sectione prima de motu corporum coelestium in orbitis suis actum est, 
nulla situs, quem hae orbitae iu spatio occupant, ratione habita. Ad hunc situm 
determinandum, quo relationem locorum corporis coelestis ad quaevis alui spatii 
puncta assignare licent, manifesto requiritur tum situs plani iu quo orbita incet 
respectu cuiusdam plani cogniti (e. g. plani orbitae telluris, eclipticae ), tum situs 
apsidum in illo plano. Quae quum commodissime ad trigonometriam sphaericam 
referantur, superficiem sphaericam radio arbitrario circa Solem ut centrum descrip- 
tam fingimus, in qua quodvis planum per Solem transiens circulum maximum, 
quaevis autem recta e Sole ducta punctum depinget. Planis aut rectis per Solem 
ipsum noti transeuntibus plana rcctasque parallelas per Solem ducimus, cireulos- 
ique maximos et puncta in sphaerae superficie bis respondentia etiam illa reprae- 
sentare concipimus: potest quoque spliacra radio ut vocant infinito magno descripta 
supponi, in qua plana rectaeque parallelae perinde repraesentantur. 

Nisi itaque planum orbitae cum plano eclipticae coiucidit, circuli maximi 
Ilis planis respondentes (quos etiam simpliciter orbitam et eclipticam vocabimus) 
duobus punctis se intersecant, quae nodi dicuntur; in nodorum altero corpus e 
8ole visum e regione nustrali per eclipticam in borealem transibit, in altero ex 
hac in illam revertet; nodus prior ascendens , posterior descendens appellatur. 
Nodorum situs in ecliptica per eorum distantiam ab aequinoctio vernali medio 
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( longitudinem ) secundum ordinem signorum muneratam assignamus. 8it, in Fig. I, 
C Q nodus ascendens, . 1 P /1 par» eclipticae, jmra orbitae; mutui) terrae et 

corporis coelestis fiant in directionibus nb A versus /1 et a C versus D, 
que angulum splinericuin, quem Q D facit emn 0 /1, a o usque ad 1S0° crescere 
posse, neque tomen ultra, quin Xlt uodus ascendens esae desinat: hunc angulum 
inclinationem orUitae, ad eclipticam dicimus. Situ plani orbitae per longitudinem 
nodi atque inclinationem orbitae determinato, nihil aliud iam requiritur, nisi di- 
stantia perihelii a mslo ascendente, quam secundum ipsam directionem motus nu- 
meramus, udeoque negativam sive inter 190* et 3®n’ assumimus, quoties peri- 
helium ab ecliptica ad austrum situm est. Notentur adhuc expressiones sequentes. 
Longitudo cuiusvis puncti in circulo orbitae numeratur ab eo puncto, quod retror- 
sum a nodo ascendente in orbita tantundem distat, quantum aequinoctium veniale 
ab eodem puncto retrorsum in ecliptica: hinc loiu/ittido perihelii erit summa longi- 
tudinis nodi et distantiae perihelii a nodo; longitudo cera corporis in orbita autem 
summa anomaliae verae et longitudinis perihelii. Denique longitudo media vo- 
catur summa anomaliae mediae et longitudinis perihelii: haec postrema expressio 
manifesto in orbitis ellipticis tantum locum habere potest. 



49 . 

Ut igitur corporis coelestis locum in spatio pro quovis temporis momento 
assignare liceat, sequentia in orbita elliptica nota esse oportebit. 

I. Longitudo media pro quodam temporis momento arbitrario, quod ejxtcka 
vocatur: eodem nomine interdum ipsa quoque longitudo designatur. Plerumque 
pro epocha eligitur initium alicuius anni, scilicet meridies t. lanuarii in anno 
bissextili, sive meridies 31. Decembris anno communi praecedentis. 

II. Motus medius inter certum temporis intervallum, e. g. in uno die solari 
medio, sive ili diebus 365, 365 [ aut 36525. 

III. Semiaxia maior, qui quidem oluitti posset, quoties corporis massa aut 
nota est aut negiigi potest, quum per motum medium iam detur (nrt. 7.): commo- 
ditatis tamen gratia uterqne setnper proferri solet. 

IV. Exeen trinitas. 

V. Longitudo perihelii. 

VI. Longitudo nodi ascendentis. 

VII. Inclinatio orbitae. 
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Haec septem momenta vocantur rfriiwnlu motus corpori». 

In parabola et hyperbola tempu» transitu» per perihelium elementi primi 
vice fungetur; pro II. tnuleutur <|Uhp in hi» sectionum conicarum generibus motui 
medio diurno analoga sunt( v.art. I in motu hyperbolieo quantitas 7A7i~ ’ nrt 23.). 

In hyperbola elementa reliqua perinde retineri poterunt, in parabola vero, nbi 
axis maior infinitus atque excentricitiw =1, loco elementi 111. et IV. sola di- 
stantia in perihelio proferetur. 



49. 

Secundum vulgarem loquendi morem inclinatio orbitae, quam nos a U us- 
que nd ISO’ numeramus, ad 90 tantum extenditur, atque si angulus orbitae 
cum arcu SlJJ (Fig. I) angulum rectum egreditur, angulus orbitae cum arcu 77 A 
(qui est illius complementum ad ISO’ tamquam inclinatio orbitae spectatur; iu 
tali tunc casu addere oportebit, motum esse retrogradum (veluti si iu tigura nostra 
pallem orbitae repraesentati, ut a casu altero ubi motus dirertnx dicitur 
distingiuitur. Longitudo iu orbita tunc ita numerari solet, ut in <7, cuin longi- 
tudine huius puncti in ecliptica conveniat, in directione autem drcrexrut ; 

punctum initiale itaque a quo longitudines contra ordinem motus numerantur 
iu directione F tantundem a «fi distat, quantum aequinoctium vernale ab 
eodem ,(7 in directione 77 Quare in hoc easu longitudo perilielii erit longi- 
tudo nodi deminuta distantia perihelii a nodo. Hoc modo alteruter loquendi usus 
facile iu alterum convertitur, nostrum autem ideo praetulimus, ut distinctione 
inter motum directum et retrogradum supersedere, et pro utroque seutper formulas 
easdem adhibere possemus, quum usus vulgaris aacpenunicro praecepta duplicia 
requirat. 



50. 

Ratio simplicissima, puncti cuiusvis in snperiicie sphaerae coelestis situm 
respectu eclipticae dutermiiiaudi, tit per ipsius distantiam ab ecliptica ( latitudinrm ), 
atque distantiam puncti, ubi ecliptica a perpendiculo demisso secatur , ab aequi- 
noctio (longitudinum). laititudo, ab utraque eclipticae parte usque ad 90’ numerata, 
in regione boreali ut positiva, iu australi ut negativa spectatur. Respondeant 
corporis coelestis loco heliocentricu, i. e. protectioni rectae a Sole ad corpus ductae 
in sphaeram coelestem, longitudo 7, latitudo 6; sit porro ti distantia loci helio- 
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centrici a nodo ascendente (quae argumentum latitudinis dicitur), i inclinatio 
orbitae, £1 longitudo nodi ascendentis, habebunturque iutcr i', «, 6, X — £1, quae 
quantitates erunt jiartes trianguli sphaerici rectanguli, relationes sequentes, quas 
sine ulla restrictione valere facile evincitur: 

1. tang(X — £),) — oos «tango 

II. tang6 — tangi sin (X — £1) 

III. sin 6 = sin «sinu 

IV. cos « = cos 6 cos (X — £}) 

Quando i et n sunt quantitates datae, X — £1 inde per aequ. I. determinabitur, 
«w dein 6 per II. vel per III., siquidem 6 non nimis ad +90° appropinquat; 
formula IV. si placet ad calculi confirmationem adhiberi potest. Ceterum for- 
mulae I. et IV. docent, X — XX et « semper in eodem quadrante iaccre, quoties 
« est iutcr 0 et 90"; contra X — £1 et 360 * — u ad eundem quadrantem per- 
tinebunt, quoties » est inter 90* et 180*, sive, secundum usum vulgarem, quo- 

ties motus est retrogrados: hinc ambiguitas, quam determinatio ipsius X — £1 per 
tangentem secundum formulam I. relinquit, sponte tollitur. 

Formulae sequentes e praecedentium continuatione facile derivantur: 

V. sin (« — X -f- £1) — 2 siu } i* sin « cos (X — £1) 

VI. sin («« — X -f- £1) = tang « sin 6 cos(X — ££) 

VII. sin (« — X £1) = tang 1 i tang C cos « 

VIII. sin(«/-j-X — £1) — 2 cm £ i’ sili u cos (X — ££ 

IX. sin (u -f- X — ££) — cotang J «‘ sin 6 cos (X — £1) 

X. sin (u -f- X — ££) = cotaugl « tangS cosu 

Angulus u — X-J-XX, quoties f est infra 90*, aut «-(-X — £1, quoties t est 
ultra 90*, secundum usum vulgarem reductio ad eclipticam dicitur, est scilicet 
differentia inter longitudinem heliocentricam X atque longitudinem in orbita 
quae secundum illum usum est XX (secundum nostrum XX -f- ")• Quoties 
inclinatio vel parva est vel a 180* parum diversa, ista reductio tamquam quan- 
titas secundi ordinis spectari potest, et in hoc quidem casu praestabit, 6 primo 
per fonnnlam III. ac dein X per VII. aut X. computare, quo pacto praelusio- 
nem maiorem quam per formulam I. assequi licebit. 

Demisso perpendiculo a loco corporis coelestis in spatio ad planum edipti- 
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cac, distantia puncti intersectionis a Sole distantia curtata appellatur. Quatu per 
r, radium vectorem autem per r designando, habebimus 

XI. r’ = reos 8. 



51 . 

Exempli caussa calculum in artt. 13. 14. inchoatum, cuius numeros planeta 
Iunonis suppeditaverat, ulterius continuabimus. Supra inveneramus anomaliam ve- 
ram 315°l'23'02, logarithmum radii vectoris 0,3259877 : sit iam t= 13"6'44"l0, 
distantia perihelii a nodo = 24 1 “ 1 0 20*57, adeoque u — 1 96°1 1 43 59 ; denique 



lngsin(X — fi) . . . 9,4348691 n 



sit fi = 17l“7'48"73. Hinc habemus: 



logtangu 9,4630573 

logcost’ 9,9885266 

logtang (X — fi) . . . 9,4515839 
X — fi = 195°47'40'25 
X = 6 55 28,98 

logr 0,3259877 

logcosS 9,9991289 

logr' 0,3251166 

Calculus secundum formulas III. VII. 

logsinu 9,4454714n 

logsin i . 9,3557570 

logsin8 8,S0122S4u 

8 = — 3’37'40'02 



logtang* 9,3672305 

logtangB 8,8020996 n 

8 = — 3*37 - 40"02 

logcosB 9,9991289 

logcos(X — fi) . . . 9,9832852 n 

9,9824141 n 
logeosu 9,9824141 n 

ita se haberet: 

log tangi* 9,0604 259 

logtangB 8,8020995n 

logeosu 9,9824 14 in 

Tog sin (u — X + fi). 7,8 449395 '" 

« — X + fi= 0*24' 3"34 

X — fi = 195 47 40,25 



52. 

Spectando * et u tamquam quantitates variabiles, differentiatio aequa- 
tionis III. art. 50. suggerit: 

cotang8d8 = cotang id « -f- cotang u d u 

■ire 

XII. d8 = sin(X — fi)d*-)-sintco«(X — fi)du 
o. th. m. 8 
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Perinde per diftcrentiationeiu aequationis 1. obtinemus 

XIII. d(X— IX) = — taiig6cos(X.— fijdt + ^du 

Denique e difterentiatioiie aequationis XI. prodit d r' = coafidr — rsinSdS sive 

XIV. dr' = cosCdr — rsin CsinfX — ft)d« — r sii 1 6 sim' cos (X — IX) d u 

In hac ultima aequatione vel partes quae continent d» et d« per 206265" sunt 
dividendae, vel reliquae per hunc numerum multiplicandae, si mutationes ipsarum 
t et m iu minutis secundis expressae supponuntur. 



53. 

Situs puncti cuiuscunque in spatio commodissime per distantias a tribus 
planis sub angulis rectis se secautibus determinatur. Assumendo pro planorum 
uno planum eclipticae, designandoque per z distantiam corporis coelestis ab hoc 
plano a parte boreali positive, ab australi negative sumendam , manifesto habe- 
bimus 7. = rtangS = rsin 8 = rsin i sin n. Plana duo reliqua, quae per Solent 
quoque dueta supponemus, in sphaera coelesti circulos maximos prolicient, qui 
eclipticam sub angulis rectis secabunt, quorumque adeo poli in ipsa ecliptica ia- 
cebunt et 90’ ali invicem distabunt. Utriusquo plani polum istum, a cuius parte 
distantiae positivae censentur, polum positivum appellamus. Sint itaque A’ et 
A^-f-90’ longitudines polorum positivorum, desiguenturque distantiae a planis 
quibus respondent respecti ve per x, y. Tunc facile perspicietur haberi 

= r' cos (X — N) = r cos 6 cos (X — ff,) cos (A’ — IX) -f- reos 8 siu (X — IX) sili (A r — IX) 
y — r sin (X — N)=r cos 6 sin (X — fl)cos(AT — fi) — reos 6 cos (X — IX) siu (A’ — IX) 

qui valores transeunt in 

x = r cos(A T — IX) eos u -f* r cos i sin (A' — IX) sin « 

'J = r eos i cos (A r — IX) siu « — r sin (A r — IX) cos u 

Quodsi itaque polus positivus plani ipsarum jc in ipso liodo ascendente collocatur, 
ut sit N — f),, habebimus coordinatarum x, y, z expressiones simplicissimas 

x = reos u 
>j — reos?' sin// 
z = rsin?' sinu 
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Si vero haec suppositio locum uon habet, tamen formulae supra datae formam 
aeque- tere commodam nanciscuntur }R*r introductionem quatitor quantitatum auxi- 
liarium a, fi, A, li ita determinatarum ut liabeatur 

eos(.V — gg) = a sin A 
cos t sin (N — gg) == acos A 
— sin (N — gt) = b sin /t 
cosfeos(A T — gl) — ficos Ii 

(vid. art. 1 1. II.). Manifesto tunc erit 

x 

!) 

Z 

54 . 

Relationes motus ad eclipticam in praeco, explicatae manifesto perinde va- 
lebunt, etiamsi pro ecliptica quodvis aliud planum substituatur, si modo situs 
plani orbitae ad hoc planum innotuerit; expressiones longitudo et latitudo autem 
tunc supprimendae erunt. Offert itaque se problema: e situ mi/nito pfairi orbitae 
aliusque plani 'noni ad eclipticam derivare situm plani orbitae ad hoc novum pla- 
num. Sint ngl, g) gl\ nfg partes circulorum maximorum, quos planum eclipticae, 
planum orbitae planumque uovum in sphaere coelesti proiiciuut (Fig. 2.). Ut in- 
clinatio circuli secundi ad tertium loensque nodi ascendentis absque ambiguitate 
assignari possit, in circulo tertio alterutra directio eligi debebit tamquam ei ana- 
loga, quae in ecliptica est secundum ordinem signorum; sit haec iu tig. nostra 
directio ab n versus gg. Praeterea duorum hemisphaeriorum, quae circulus n gg 
separat, alterum censere oportebit analogum hemisphaerio boreali, alterum aus- 
trali: liaec vero hemisphaeria sponte iam sunt distincta, quatenus id semper 
quasi boreale spectatur , quod iu circulo secundum ordinem signorum progre- 
dienti*) a dextra est. In figura igitur nostra sunt gl, », fg nodi ascendentes 
circuli secundi in primo, tertii in primo, secundi in tertio; 160* — ngf,gg, ggngg 
ngggf, inclinationes secundi ad primum, tertii ad primum, secundi iul tertium. 
Pendet itaque problema nostrnm a solutione trianguli sphaerici, ubi e latere uno 

•) Puta in interiori «ph«era« aupertteie , «piara fijr.ira nnitra repraesentat. 

6 * 



= r n sin (n -(- A) 
= rfisin(« -f- II) 
= rsin isinu 
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angulisquc adiaeentibus reliqua sunt deducenda. Praecepta vulgaria, quae in 
trigon ome tria sphaerica pro hoc casu traduntur, tamquam abunde nota supprimi- 
mus: commodius autem methodus alia in usum vocatur ex aequationibus quibus- 
dam petita, quae in libris nostris trigonometrieis frustra quaeruntur. Ecee has 
aequationes, quibus in sequentibus frequenter utemur: designant a, h, c latera 
trianguli sphaerici atque A, Ii, C angulos illis reap. oppositos: 

J sin c) o 

811) l a COB ^ A 

n cogjCB— O 

sin i a ’ sin$*4 

III eos^(b — ^ sin4(J?-f C) 

ens i a a* $ A 

ty co»4P + c) ca*{(B + C) 

co* i a sin | -4 

Quamquam demonstrationem harum propositionum brevitatis caussa hic praeterire 
oporteat, quisque tamen canini veritatem in triangulis, quorum nec latera nec 
anguli 160“ excedunt, haud difficile confirmare poterit. Quodsi quidem idea 
trianguli sphaerici in maxima generalitate concipitur, ut nec latera nec anguli 
ullis limitibus restringantur (quod plurima commoda insignia praestat, attamen 
quibusdam dilucidatiouibus praclimitiaribus indiget), casus existere possunt, ubi 
in cunctis aequationibus praecedentibus signum mutare oportet; quoniam vero 
signa priora manifesto restituuntur, simulae unus angulorum vel unum laterum 
360° augetur vel diminuitur, signa, qualia tradidimus, se m per tuto retinere li- 
cebit, sive e latere angulisque adiaeentibns reliqun determinanda sint, sive ex 
angulo lateri busque adiaeentibns; semper enim vel quaesitorum valores ipsi vel 
360° a veris diversi hisque adeo aequivalentes per formulas nostrns elicientur. 
Dilucidationem copiosiorem hnius argumenti ad aliam occasionem nobis reserva- 
mus: quod vero praecepta, qnne tuin pro solutione problematis nostri tuin in 
aliis occasionibus formulis istis superstruemus, in omnibus casibus generaliter 
valent, tantisper adiumento inductionis rigorosae, i. e. completae omnium casuum 
enumerationis, haud difficile comprobari poterit.'J 

t |55.J 

Designando ut supra longitudinem nodi ascendentis orbitae in ecliptica per 
£1, inclinationem per t;^ porro longitudinem nodi nscendentis plani novi in oclip- 
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tica per n , inclinationem per «; distantiam nodi ascendentis orbitae in plano 
novo a nodo ascendente plani novi in ecliptica (arcum n fi' in Fig. 2.) per fi', 
inclinationem orbitae ad planum novum per f; denique arcum ab fi ad fi’ se- 
cundum directionem motus per A: erunt trianguli sphaerici nostri latera fi — n, 
fi , A, nngulique oppositi t”, 180° — i, *. Hinc erit secundum formulas art. praec. 

sin 1 1 ' sin 1 (fi’-f- A) = sin i (fi — n) sin | (» -f e) 
sin 4 i" cos | (fi‘-f A) — cos J (fi — n)sin f (t — e) 
cos 1 1 ' sin | (fi' — A) = sin } (fi — n) cos 1 (« -f- e) 
cos 1 1 cos 1 ( fi' — A) — eos } (fi — n) cos | (* — t) 

Duae primae aequationes suppeditabunt f (fi + A) atque sin J % ; duae reliquae 
i (fi' — A) atque cos } t \ ex Hfi + A) et f (fi' — A) demanabunt fi' et A; ex 
aiu 1 1 aut cos 1 t (quorum consensus calculo confirmando inservit) prodibit t". 
Ambiguitas, utrum Kfi-f-A) et J (fi' — A) inter 0 et 180* vel inter 180° et 
360’ accipere oportent, ita tolletur, ut tum siti J i tum cos i*" fiant positivi, 
quoniam per rei naturam t' infra ISO* cadere debet. 



56. 

Praecepta praecedentia exemplo illustravisse haud inutile erit. Sit fi = 
172° 28’ 1 3"7 , » = 34* 38' l"l ; porro sit planum uovum aequatori parallelum, 
adeoque n — 180°; angulum e, qui erit obliquitas eclipticae, statuimus = 
23*27 55 8. Habemus itaque 



fi— n =— 7°3l'46"3 

t + t = 58 5 56,9 

* — « = 11 10 5,3 

logsin i(fi — «) .... 8,8 1 73026 n 

logsin f («-(-*) 9,6862484 

logcosl (i + s) 9,9416108 

Hinc fit 

logsin Jt” sin l(fi'+ A) . . 8,5035510n 
logsin jfeosi (fi -f-A) . 8,9872023 
unde f A) = 3 4 1 ° 4 9' 1 9"0 1 
logsin}i 9,0094368 



|(fi — n) = — 3°45'53"15 

f (* -f- «) = 29 2 58,4 5 

*(»■—•) = 5 35 2,65 

logcos}(fi — n) . . . 9,9990618 
logsin } (i — s) .... 8,9881405 
logcosj (t — «) .... 9,9979342 

logeosf i”sin}(fi — -A). 8,7589134 n 
logcos} /cos 1 (fi' — A). 9,9969960 
unde * (fi— A) = 356 4 1 3 1°43 
logeotft 9,9977202 
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Obtinemus itaque I »’ = 5’51 56 445, i = 1 1° 43 52 89, fi, = 338' 30 »0 43, 
A = — 1 4° 5 2 1 2 4 2. Ceterum punctum n in spbaer» coelesti manifesto re- 
spondet aequinoctio autumnali; quocirca distantia nodi ascendentis orbitae iu 
aequatore ab aequinoctio vernali (eius rectascensio) erit 158’ 30 50 4 3. 

Ad illustrationem art. 53. hoc exemplum adliuc ulterius continuabimus, 
formulasque pro coordinatis respectu trium planorum per Solem transeuutium 
evolvemus, quorum unum aequator! parallelum sit, duorumque reliquorum poli 
positivi in ascensione recta 0° et 90’ sint siti: distantiae ab his planis sitit 
resp. t, x, y. lam si insuper distantia loci heliocentrici in spintera coelesti a 
punctis Q, fl resp. denotetur per n, u‘, fiet u’ = u — A := «t-f-14'52' 12"42, 
et quae in art. 5 3. per A T — f) t u exprimebantur, hic erunt i", I S0’— u. 

Sic per formulas illic datas prodit 

logosin.4 ...... 9,9887 197n logftsinif ...... 9,5638058 

logacosyl ...... 9,5546380n log^cos/i ...... 9,9595519» 

unde A = 248” 55' 22 "97 unde B = 168° 5 5 4*97 

loga 9,9987923 logi 9,9920848 

Habemus itaque 

x == arsin(«'-j-24S°5o'22'97) = arsin(«-{-263”47'35''39) 
y = i r sin («'-j- 156 5 54,97) = £>rsi»(«4-172 58 7,39) 

2 = ersiiwt' = ersin(«-j- 14 52 12,42) 

ubi loge = logsim' = 9,3081870. 

Alia solutio problematis hic tractati invenitur tn vos Zacii MonaJdiche Cor- 
respottdenz, Bd. IX. S. 365, Mai 1804 [Gacss’ Werke, Bd. VI. S. 94]. 



57. 

Corporis itaque coelestis distantia a quovis plano per Solem transeftnte re- 
duci poterit ad formam kr»[n(v-j-K), designante v anomaliam veram, eritque 
lc sinus inclinationis orbitae ad hoc planum, K distantia perihelii a nodo ascen- 
dente orbitae in eodem plano. Quatenus situs plani orbitae, lineaque apsidum 
in eo, nec non situs plani ad quod distantiae referuntur pro constantibus haberi 
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possunt, etiam k et K constantes erunt. Frequentius tamen illa methodus in 
tali casu in usum vocabitur, ubi tertia saltem suppositio non permittitur, etiamsi 
perturbationes negligantur, quae primam atque secundam semper aliquatenus 
afficiunt. Illud evenit, quoties distiuitiae referuntur ad aequatorem, sive ad pla- 
num aequatorem sub angulo recto in rectascensione data secans: quum enim situs 
aequatoris propter praecessionem aequinoctiorum insuperque propter nutationem 
(siquidem de vero non de medio situ sermo fuerit) mutabilia sit, in hoc casu etiam 
k et K mutationibus, lentis utique, obnoxiae erunt. Computus harum muta- 
tionum per formula* differentiales absque difficultate eruendas absolvi potest: hic 
vero brevitatis caussa sufficiat, variationes differentiales ipsarum », , A appo- 

suisse, quatenus a variationibus ipsarum f) — « atque t pendent. 

df = situ sin &'d(& — «) — cos^'ds 

d a' = —‘ 7 ^ <1 Q .',d t 

d A = d (f)-») + d t 

«lui 1 SU1I 

Ceterum quoties id tantum agitur, ut plures corporis coelestis loci respectu talium 
planorum mutabilium calculentur, qui temporia intervallum mediocre complec- 
tuntur (e. g. unum anuum), plerumque commodissimum erit, quantitates a. A, 
b, D, e, 6' pro duabus epochis intra quas illi cadunt reipsa calculare, ipsarum- 
que mutationes pro singulis temporibus propositis ex illis per simplicem inter- 
polationem eruere. 



5%. 

Formulae nostrae pro distantiis a planis ebitis involvunt t» et r: quoties 
has quantitates c tempore prius determinare oportet, partem operationum adhuc 
contrahere, atque sic laborem notabiliter allevare licebit. Derivari enim possunt 
illae <listantiac per formulam persimplicem statim ex anomalia exceutrica in el- 
lipsi , vel e quantitate auxiliari F aut « ili hyperbola, ita ut computo ano- 
maliae verae radiiqne vectoris plane non sit opus. Mutetur scilicet expressio 
krniu(v-\-K) 

I. pro ellipsi, retentis cliaracteribus art. 8 ., in 

ak coa^cos KsinE-\- ak sin K(cosE — e) 
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Determinando itaque /, L, X per liequationes 

a k sin K = l sin L 
a k cos tp cos K = / cos L 
— eak sin K = — el sin L = X 

expressio nostra transit in /sin (E-j- L) X, ubi /, L , X constantes erunt, qua- 
tenus k, K , e pro constantibus habere licet ; sin minus, de illarum mutationibus 
computandis eadem valebunt, quae in art. praec. monuimus. 

Exempli caussa transformationem expressionis pro x in art 56. inventi 
apponimus, ubi longitudinem perikelii = 121* 17 34 4 , = 14*13 31 97, 

loga = 0,4423790 statuimus. Fit igitur distantia perihelii a nodo ascendente 
in ecliptica = 308*49 20*7 = u — »; hinc K— 212’36’56"09. Habemus itaque 



logofc 0,4411713 log/sinZ» .... 0,1727600 n 

logsin/T 9,73 1 5887 n lo g/cosL .... 0,35 31154 n 

logaAtcostp 0,4276456 unde L = 213* 25' 5 1*30 

log cos K 9,9254698n log/ = 0,4316627 

logX = 9,5632352 

X = +0,3657929 



II. In hyperbolica formula fersinfo + AT) secundum art 21. transit in 

X -j- ptang.F-|- v secans F, si statuitur ei A; sin K = X, b k tang iji cos K = p, 
— b k sin K = m; manifesto eandem expressionem etiam sub formam * 

reducere licet Si loco ipsius F quantitas auxiliaris u adhibita est, expressio 
fcrsin(u+A') per art 2 1 . transibit in a + 8 u + J- , ubi a, 8, y determinantur 
per form ulas 

a = X = e A A: sin AT 

6 = f(v + p) = — l ebkrin(K — 

T = l(v — p) = — 

III. In parabola, ubi anomalia vera e tempore immediate derivatur, nihil 
aliud supererit, nisi ut pro radio vectore valor suus substituatur. Denotando ita- 
que distantiam in perihelio per q, exqressio A;rsin (e -(-A") fit = 
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59. 

Praecepta pro determinandis distantiis a planis per Solem transeuntibus 
manifesto etiam ad distantins terrae applicare licet: hic vero simplicissimi tantum 
casus occurrere solent. Sit R distantia terrae a Sole, L longitudo heliocen- 
trica terrae (quae ISO” a longitudine geocentrica Solis differt), denique X, Y, Z 
distantiae terrae a tribus planis in Sole sub angulis rectis se secantibus. lam si 
I. Planum ipsarum Z est ipsa ecliptica, longitudiuesque polorum pla- 
norum reliquorum, a quibus distandae sunt X, Y , resp. N et A T -+- 90*: erit 
X = Acos(£— AT), Y = Asin(L — N), Z = 0 . 

II. Si planum ipsarum Z aequatori parallelum est, atque rcctascensio- 
nes polorum planorum reliquorum, a quibus distantiae sunt X, Y, resp. 0 et 90*, 
habebimus, obliquitate eclipticae per « designata 

X = li cos L, Y = R cos e sin L, Z = Asin e sin L. 



Tabularum solarium recentissimarum editores, darr. de Zacii et de Lambke, lati- 
tudinis Solis rationem habere coeperunt, quae quantitas a perturbationibus re- 
liquorum planetarum utque lunae producta vix unum minutum secundum attiu- 
gere potest. Designando latitudinem heliocentricam terrae, quae latitudini Solis 
semper aequalis sed signo opposito affecta erit, per A, habebimus: 



in casu I. 

X — i? cos Acos {L — N) 
Y = Ii cos A sin (L — N) 
Z — R sin B 



in casu II. 

X = R cos B cos L 

Y = R cos B cos* sin L — R sin B sin « 
Z = R cos B sin t sin Lfi- R sin B cos* 



Pro cos A hic semper tuto substitui poterit t, angulusque A in partibus radii 
expressus pro sin A. 

Coordinatae ita inventae ad centrum terrae referuntur: si 5, ■»), C sunt di- 
stantiae puncti cuiuslibet in terrae superficie a tribus planis per centrum terrae 
ductis iisque quae per Solem ducta erant parallelis, distantiae illius puncti a pla- 
nis per Solem transeuntibus manifesto erunt X-f-E, Y-\-r„ Z- (-C, valores coor- 
di natarum ?, tj, C autem pro utroque casu facile determinantur sequenti modo. 
Sit p radius globi terrestris (sive sinus parallaxis horizontalis mediae Solis), X 
longitudo puncti sphaerae coelestis, ubi recta a terrae centro ad punctum super- 
ficiei ductum proiiertur, 6 eiusdem latitudo, a ascensio recta, 3 declinatio, eritque 

9 
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iu casu I. | in casu II. 

£ = p cos 6 cos (X — X) 5 = p cos 3 cos a 

r, = o cos ( sin (X — A r ) i r ( = pcosisiiia 

C = psin6 ! C = psin 6 

Puuctmu illud sphaerae coelestis manifesto respondet ipsi zenith loci in superficie 
(siquidem terru tamquam sphaera spectatur), quocirca ipsius ascensio recta con- 
veniet cum ascensione recta medii coeli sive cum tempore siderali in gradus con- 
verso, declinatio autem cum elevatione poli ; si operae pretium esset, figurae ter- 
restris sphaeroidicae rationem habere, pro 6 elevationem poli correctam, atque 
pro p distantiam veram loci a centro terrae accipere oporteret, quae per regulas 
notas eruuntur. Ex a et 8 longitudo et latitudo X et 6 per regulas notas 
infra quoque tradendas deducentur; ceterum patet, X convenire cum longitudine 
nonagesimi, atque 80" — 6 cum eiusdem altitudine. 

60. 

Designantibus x , >/, z distantias corporis coelestis a tribus planis in SoLa 
sub angulis rectis se secantibus; X, Y, Z distantias terrae (sive ceutri sive puncti 
in superficie) ab iisdem planis: patet, * — X, y — Y, z — Z fore distantia* cor- 
poris coelestis a tribus planis illis parallele per terram ductis, hasque distantias 
ad distantiam corporis a terra ipsiusque locum yeocentricum *), L e. situm proieo- 
tionis rectae a terra ad ipsum ductae in sphaera coelesti, relationem eandem ha- 
bituras, quam x, y, z habent ad distantiam a Sole locumque heliocentricum. 
Sit A distantia corporis coelestis a terra; concipiatur in sphaera coelesti perpen- 
diculum a loco geocentrico ad circulum maximum, qui respondet plano distan- 
tiarum z, demissum, gitque a distantia intersectionis a polo positivo circuli 
maximi, qui respondet plano ipsarum x, denique sit b longitudo ipsius perpen- 
diculi sive distantia loci geoceutrici a circulo maximo distantiis z respondente. 
Tunc erit b latitudo aut declinatio geocentrica, prout planum distantiarum * 
est ecliptica aut aequator; contra a -j - A T longitudo «eu ascensio recta geocentrica, 
si N designat in casu priori longitudinem iu posteriori ascensionem rectam poli 
plani distantiarum x. Qiuunobrem erit 

*) In tensu latiori : proprio enim hnec expressio tui eum esuum refertur, ubi rect» e terrae centro 

ducitur. 
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x — X— Acosficoea 
y — Y = A cos b sin a 
z — Z = A sin b 

Daae priores aequationes dabunt a atque Aco ab; quantitas posterior (quam 
positivam Heri oportet) cum aequatione tertia combinata dabit b atque A. 



61 . 

Tradidimus iu praecedentibus methodum facillimam, corporis coelestis lo- 
cum geocentricum respectu eclipticae seu aequatoris, a parui laxi liberum sive ea 
affectum, ac perinde a nutatione liberum sou ea affectum determinandi. Quod, 
euioi attinet ad uut&tiouem, omnis differentia iu eo versabitur, utrum aequatoris 
positionem mediam adoptemus an veram, adeoque, in casu priori longitudines ab 
aequinoctio medio, in posteriori a vero numeremus, sicuti in casu illo eclipticae 
obliquitas inedia, in hoc vera adhibenda est. Ceterum sponte elucet, quo plures 
abbreviationes in calculo coordinatarum introducantur, eo plures operationes prae- 
liminares esse instituendas: quamobrem praestantia methodi supra explicatae, co- 
ordinatas immediate ex anomalia excentrica deducendi, tunc potissimum se mani- 
festabit, ubi multos locos geoceutricos determinare oportet: contra quoties unus 
tantum locus computandus esset, aut perpauci, neutiquam operae pretium foret, 
laborem tot quantitates auxiliares calculandi suscipere. Quin potius in tali casu 
methodum vulgarem haud deserere praestabit, secundum quam ex anomalia ex- 
centrica deducitur vera atque radius vector; hinc locus heliocentricus respectu 
eclipticae; hinc longitudo et latitudo geocen trica, atque hinc tandem rectascensio 
et declinatio. Ne quid igitur hic deesse videatur, duas ultimas operationes adhuc 
breviter explicabimus. 



62 . 

Sit corporis coelestis longitudo hcliocentrica X, latitudo 6; longitudo geo- 
centriuA 2, latitudo b, distantia a Sole r, a terra A; denique terrae longitudo 
heliocentrica L , latitudo B , distantia a Sole Ji. Quum non statuamus B = 0, 
formulae nostrae ad eum quoque casmn applicari poterunt, ubi loci heliocentrici 
et geocentricus non ad eclipticam sed ad quodvis aliud planum referuntur, modo 
denominationes longitudinis et latitudinis supprimere oportebit: praeterea paral- 
laxeos ratio statim haberi potest, si modo locus heliocentricus terrae non ad centrum 

9 * 
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sed ad locum in superficie immediate refertur. Statuamus porro rcos6 = r’, Acos fi 
= A , R cosU— R . lam referendo locum corporis coelestis atque terrae in spatio 
ad tria plana, quorum unum sit ecliptica, secundumque et tertium polos suos ha- 
beant in longitudine 2J et jV-f- 9o", protinus emergent aequationes sequentes: 

r' cos (X — R) — Ii' cos ( L — N) — A' cos (l — N) 
r' sin (X — N) — R' sin ( L — N) — A’ sin (l — N) 
rtangJ — /f tang/f = Atangfi 

ubi angulus N omnino arbitrarius est. Aequatio prima et secunda statim deter- 
minabunt l — iV atque A’, unde et ex tertia demanabit fi; ex 6 et A' habe- 
bis A. Iam ut labor calculi quam commodissimus evadat, angulum arbitrarium 
N tribus modis sequentibus determinamus: 

I. Statuendo N=L, faciemus ^ sin (X — L) — P, eos(X — L ) — l = Q 

invenienturque l — L, atque 6 per formulas 

tang {l—L) = £ 

A' __ P _ Q 
g sin (1—2) a*{l—L) 

' tanp € — tanp B 

tengfi — 

g 

11. Statuendo N= X, faciemus sin (X — L) = P , 1 — ^cos(X — L) = Q f 

eritque 

tang(l— X) = ~ 

A' P Q 

P Hin (i — X) COI {i — X) 

tuig* — r> inngJJ 
tangi = y 

P 

III. Statuendo N— i (X-j-L), invenientur l atque A' peraequationes 
t»ng(*— -i (*+£)) = ’££tangt(X— L) 

y (/+10 « in KX — L) (/— g)nt{(k— L) 

«in(l— t(X+i)) cos(i — +Z.)) 

ac dein fi per aequationem supra datam. Logarithmus fractionis ^ com- 
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• • ^ ^ i iy m 

mode calculatur, ai statuitur y = tangC, unde fit = tang(45*+ C)- Hoc 

modo mothodus 111. ad detemiinutionem ipsius I aliquanto brevior est, quam 
1. et II., ad operationes reliquas autem lias illi praeferendas censemus. 



63. 

Kxempli caussa calculum in art. 51. usque ad locum heliocentricum pro- 
ductum ulterius coutiuuamus. Respondeat illi loco longitudo bcliocentrica terrae 
24’19'49"05 = L, atque logi? = 9,9980979; latitudinem B statuimus =0. 



Habemus itaque X — L = 


— 17’24 20'07, 


logi?' = logi?, 


adeoque secundum 


methodum 11., 








i°g* 


. 9,6729813 


Q) • • 


. . 9,6526258 


logsin(X — L) . . . . 


. 9,4758653 n 


1 -<? 


= 0,4493925 


logcos(X — L) . . . . 


. 9,9796445 


Q 


= 0,5506075 


logP 


. 9, 148646611 






1 og<? 


. 9,7408421 






Hinc l — X = 


— 14'2l'6"75 


unde l = 


= 352” 34 22 23 


logp 


. 9,75461 17 


unde log A' . . 


. . 0,0797283 


logtang fi 


. 8,8020996 n 


logeosi < . . . 


. . 9,9973144 


log tangi 


, . 9,0474879 n 


l°g ^ 


. . 0,0824139 


b = 


— 6’2l'55"07 






Secundum methodum HI. 


ex log tangC = 


9,6729813 habetur C = 25*13' 6"31, 


adeoque 








logtang (45*-|- C) . . . 


. 0,4441091 






logtang f (X — L) . . . 


. 9,1846938 n 






logtang (f — IX — {L) . 


. 9,6290029 n 






J 

1 

*4* 

II 

1 


23° 316'79 1 


unde ? = 


352’ 34 22 225 


\X-\-jL — 


15 37 39,015 \ 







64. 

Circa problema art. 62. sequentes adhuc observationes adiicimus. 

I. Statuendo in aequatione secunda illic tradita N = X, N = L, A=l, 
prodit 7?’sin(). — L ) = A’ sin (l — X); r sin (X — L) — Astn(/ — L)\ r sin (7 X) = 
Ji'sui(l — L) ; aequatio prima aut secunda commode ad calculi confirmationem ap- 
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plicatur, si methodus I. aut 11. art. 62. adhibita est Ita habetur in exemplo 



nostro 

logsin(X — L) 9,4758853 n l — L = — 31*45' 26*82 

log£ 9,75461 17 

9,7212536n 
log sin (/ — L) 9,7212536n 



II. Sol dnoque ili plano ecliptica»; puncta, quae sunt proiectioues loci cor- 
poris coelestis atque loci terrae, triangulum planuui formant, cuius latera sunt 
A - , //, r’, angulique oppositi vel X — L, I — X, 180" — vel L — X, X — ?, 
130* — ex hoc principio relationes in I. traditae sponte sequuntur. 

III. Sol, locus venis corporis coelestis in spatio, locusque venis terrae 

aliud triangulum fonnabunt, cuius latera cnmt A, li, r: angulis itaque his resp. 
oppositis per S, T, 180° — <S — T denotatis, erit . Pla- 

num huius trianguli in sphaera coelesti circulum maximum proliciet, in quo locus 
heliocentricus terrae, locus helioceutricus corporis coelestis eiusdemque locus geo- 
centricns siti erunt, et quidem ita ut distantia secundi a primo, tertii a secundo, 
tertii a primo, secundum eandem directionem numeratae, resp. sint S, T, S- f-T. 

IV. Vel ex notis variationibus diiferentialibus partium trianguli plani, vel 
aeque facile e fonnulis art. 62. sequenteB aequationes differentiales derivantur: 

ai + 

dA' = — r *in(X — f)dX+ cos(X — J)dr 

dl, — jr- 5 -y (tang 8 — cos (X — /) tang b ) d r 

ubi partes quae continent dr, dA' per 20G265 sunt multiplicandae, vel reliquae 
per 206265 dividendae, si mutationes angulorum in minutis secundis exprimuntur. 

V. Problema inversum, scilicet determinatio loci lieliocentrici e geocen- 
trioo problemati supra evoluto prorsus analogum est, quaniobrem superfluum foret, 
illi amplius inhaerere. Omnes enim formulae art. 62. etiam pro illo problemate 
valent, si modo omnibus quantitatibus quae ad locum corporis coelestia lieliocen- 
tricum spectant cum analogis ii» quae ad geocentricum referuntur permutatis, pro 
L, B resp. substituitur L -f- 1 80*, — B, sive quod idem est pro loco kelioccntrico 
terrae geooentricus solis accipitur. 
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65. 

Etinnuii in eo carni, ubi ex elementis (latis paucissimi tantum loci geocen- 
trici sunt determinandi, omnia artificia supra tradita, per quae ab anomalia ex- 
eetitrica statim ad longitudinem et latitudinem geocentricam , vel adeo ad rect- 
as censionem et declinationem, transire licet, in usum vocare vix operae pretium sit, 
quoniam compendia inde demanantia n multitudine quantitatum auxiliarium antea 
computandarum absorberentur: semper tamen contractio reductionis ad eclipticam 
cum calculo longitudinis et latitudinis geocentricae lucrum haud spernendum prae- 
stabit. Si enim pro plano coordinatarum z assumitur ipsa ecliptica, poli autem 
planorum coordiuatarum x , y collocantur in longitudine Q,, 9 *)“—)— S),, coordina- 
tae facillime absque ulla quantitatum auxiliarium necessitate determinantur. Ha- 
betur scilicet 



x = reos u 


X = R‘wa(L — SI) 


x — A' = dcos(/ — SI) 


y = r cofl i sin u 


Y = R' siu (L — SI) 


y — Y= A'ain(/~ SI) 


z sruntainu 


Z =/f’tangif 


z — Z — (Vtangb 


Quoties B = 0, est R ' = 


= R, Z— 0. Secundum has formulas exemplum nostrum 


numeris sequentibus absolvitur: L — SI = 21 3*1 20"32 


l°g r 


. . 0,3259877 logi?' 




logeosu 


. . 9,9824 14 In logeos 


(L — Si) ■ ■ 9,9226027 u 


logsinu 


. . 9,4454714 n logsin 


(L — A) . . 9,7384353 n 


•og* 


. . 0,3084018 n logX 




logrsinu 


. . 9,7714591 Ii 




logeost 


. . 9,9885266 




logsint 


. . 9,3557570 




lo gy 


. . 9,7599857 n log Y 




l°g 


. . 3,1272161 n Z 


= 0 


Hinc fit 






log(x— X) 


. . 0,0795906 n 




iog(y— 


. . 8,4807165n 




unde ( l — Si) = 


= 181*26'33"49 / 


= 352* 34 22*22 


log^' 


. . 0,0797283 




logtaug& ...... 


. . 9,0474878 n b 


sss —6 21 55,06 
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E longitudine et latitudine puncti cuiusvis in sphaera coelesti eius rect- 
ascensio et declinatio derivantur per solutionem trianguli sphaerici, quod ab illo 
puncto polisque arcticis eclipticae et aequatoris formatur. Sit t obliquitas eclipti- 
cae, l longitudo, 3 latitudo, a ascensio recta, 8 declinatio, eruntque trianguli 
latera t, 90* — b, 90’ — 3; pro angulis Interi secundo et tertio oppositis accipere 
licebit 90*-(-a, 90’ — / (siquidem trianguli sphaerici ideam maxima generalitate 
concipimus); angulum tertium lateri t oppositum statuemus =90’ — E. Ha- 
bebimus itaque per formulas art. 5 4. 

sin (45* — } 3) sin J (£-(- a) = sin (45*-)- j /)sin(45* — ) (t 3)) 
sin (45* — | 3) cos ( (E -f- a) = cos (45*-f- J /)eos(45* — f (» — 3)) 
cos(45* — j 5) sin } (E — a) = cos(45*-|- |/)sin (45* — (■(* — 3)) 
cos(45’ — 43 )cos|(£ — a) = sin(45*-f-f/)cos(45*— ((t-f-3)) 



Aequationes duae primae dabunt j(£-|-a) atque sin(45* — J 3); duae ultimae 
•f(i5 — a) atque cos(45* — J2); ex | (E -f- a) et \{E — a) habebitur a simulque E\ 
ex sin(45* — f 8) aut cos(45’ — f 8), quorum consensus calculo confirmando in- 
serviet, determinabitur 45* — |8 atque hinc 8. Determinatio angulorum 
±(E — a) per tangentes suos ambiguitati non est obnoxia, quoniam tum sinus tum 
cosinus anguli 45* — (3 positivus evadere debet. 

Mutationes diiferentiales quantitatum a, 3 e mutationibus ipsarum /, b se- 
cundum principia nota ita inveniuntur: 



da 



tin/?cos6 | 

cos i cos l 



d 8 = cos^cos3d/-f- sin Edb 



67. 

Methodus alia, problema art. praec. solvendi, ex aequationibus 

costsin/ = sint tang3 -f- cos/tanga 
sinS = cos t sin 3 sin t cos b sin l 

cos 3 cos/ = cos a cos o 

petitur. Determinetur angulus auxiliaris 6 per aequationem 
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*^® = Sr. 



eritque 



tango 

tangS = sin atang(e -j- 0) 

quibus aequationibus ad calculi confirmationem udiici potest 

, ensbtml . * cot(« + *)«m&»>iiI 

co 80 = «ve coso = —£-i 

coi a roaSuu* 



Ambiguitas in detenninatione ipsius a per nequ. secundam eo tollitur, quod cos a 
et coni eadem signa habere debent. 

Haec methodus minus expedita est, si praeter a et 8 etiam E desideratur : 
formula commodissima ad hunc angulum determinandum tunc erit coa A— ,ln<<;1 ''* 
s=s Sed per hanc formulam E accurate computari nequit, quoties +cosi£ 

parum ab unitate differt; praeterea ambiguitas remanet, utrum E inter 0 et 180' an 
inter 180” et 360" accipere oporteat. Incommodum prius raro ullius momenti est, 
praesertim , quum ad computandas rationes differentiales ultima praecisio in valore 
ipsius E non requiratur: ambiguitas vero illa adiumento aequationis cosicoaSsiniJ 
= coBt — sin 6 sin 8 facile tollitur, quae ostendit E inter 0 et 180*, vel inter 180” 
et 36o” accipi debere, prout coss maior fuerit vel minor quam sin b sin i: mani- 
festo hoc examen ne necessarium quidem est, quoties alteruter angulorum i, 8 
limitem 60'32' non egreditur: tunc enim sin E semper fiet positivus. Ceterum 
eadem aequatio in casu supra addigitato ad determinationem exactiorem ipsius E , 
si operae pretium videtur, adhiberi poterit. 



68 . 

Solutio problematis inversi , puta determinatio longitudinis et latitudinis ex 
ascensione recta et declinatione, eidem triangulo sphaerico superstruitur : formulae 
itaque supra traditae huic fini accommodabuntur per solam permutationem ipsius i 
cum 8, ipsiusque l cum — a. Etiam has formulas, propter usum frequentem, hio 
apposuisse haud pigebit: 

Secundam methodum art. 66. habemus 

sin(45* — fi)siuf (£ — 1) = cos (4 5*-)- 1 a) sin (4 5* — t(e-)-8)) 
sin(45”— *i6)cosf(£ — l) = sin(45*-(- I a) cos (4 5* — ] (s — 8)) 
cos(45* — fi) sint (E-^-l) = gm(45*-f-ta)ain(45* — f (t — 8)) 
cos (45" — f i) cos f (E-\- 1) — cos(45’4-ta)cos(45* — J (t -(- 6)) 

10 
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Contra ad instar methodi alterius art. 07. detcnniuabiinus angulum auxilia- 
rem C per aequationem 

tangC = — : — , entque 

” Mlli 7 1 

tang/ — y . S= . ^« Ha 

” COS i 

tang/» = sin /tang (C — t) 



Ad calculi confirmationem adiungi poterit 



cos/> = 



cots R ct*sa 



cosr; "£'rcii«r> sini 
crisC »iiW 



Pro determinatione ipsius A inservient perinde ut in urt. praec. aequationes 

t- si» c cos a fili • ros 1 

cos L — = . - 

COSO CnsJ 

cos /» cos S sin E — eost — sin h sin 5 



Variationes differentiales ipsarum /, b hisce formulis exhibebuntur: 

■ > sin E cos 4 . . ens E . n 

d / = da -f — .do 

cu»v 1 rt.* b 

d b — — cos Acosoda -j- sin Ad8 



69. 

Exempli caussa ex ascensione recta 355”43’45"30 =a, declinatione — 8°47'25" 
= 6, obliquitate eclipticae 2 3 2 7 5 1) 2 6 = t longitudinem et latitudinom com- 
putabimus. Estigitur 45*— |— j a= 220’5 l’52"65, 45°— 4(t +6) = 37"39 42 87, 
45* — 4(t — 8) = 2S’5217"87; hinc porro 

logcos(45’-j- i a). . . . 9,8650820 n logsiu(45"4- J a) .... 9,8326803 n 

logsin(45° — 4 (e — f- 5)) . . 9,7860418 logsin(45* — J(» — 8)). . 9,68381 t2 

logcos( 4 5 |(e-|-6)). ■ 9,8985222 logeu*(45“— 4(t— 8)). . 9,94 23572 

logsin(45* — 4h)sin4(A — /) 9,65 II 238 n 

logsin (45° — J Z>)co 8|(A — 7) 9,7750375n 

undo *(A— 7) = 216*56'5'39; log«in(45*— {b) = 9,8723171 

logcos(45* — J /»)sin J (A-f- 7) 9,5164915n 

logcos(45* — | 6)cos J (A-f-/) 9,7636042 n 

unde i(A + /) = S09°30‘49'94; logcos(46°— |i) = 9,8239669 
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Fit itaque E = 426 26 55 33, 7 = — 7°25 15 45, sive quod eodem redit E 

= 66*26 55 33, 7 = 352*34 44 65; angulus 45* — Jfi o logaritlimo sinus habe- 
tur 48*10 58*12, e logarithmo cosinus 48*lO'5S"l7, e tangente, cuius logarith- 
mus illorum differentia est, 48*10’58*14; Line U = — 6*2l' 56*28. 

Secundum methodum alteram calculus ita se habet: 



logtangS. . . 


. . . . 9, 1893062U 


C. log cos C 


. 0,3626190 


log sin i . . . 


. . . . 8,87 19792 n 


log cos(C — t) . , . . 


. 9,8789703 


logtangC. . . 


. . . . 0,3173270 


log tangi 


. 8,873 1 869 n 


r 

* 


= 64*17’ 6*83 


logtaug/ 


. 9, 1 147762n 




= 40 49 7,57 


1 = 


352*34 44*50 






log giu 7 


. 9,1 1 1 1 232 n 






logtang(C — e). . . 


. 9,9363874 






logtang7> 


. 9,04751 06 n 






b = 


— 6*2 1’56*26 


Ad determinandum 


angulum E habemus calculum duplicem 




logsinc . . . 


. . . . 9,6001144 


log sint 


. 9,6001144 


logeosa . . . 


. . . . 9,9987924 


log cos 7 


. 9,9963470 


C. log cos 6 . . 


. . . . 0,0026859 


CllogcosS 


. 0,0051313 


log eos E . . , 

unde E 


. . . . 9,6015927 
= 66“26’55*35 


log eos E 


. 9,6015927 



' 10 . 

Ne quid eorum, quae ad calculum locorum geocentricorum requiruntur, 
hic desideretur, quaedam adhuc de parallaxi atque aberratione adiicienda sunt. 
Methodum quidem supra iain descripsimus, secundam quam locus parallaxi allec- 
tus, i. e. cuilibet in superficie 'terrae puncto respondens, immediate tuaximaqao 
facilitate determinari potest: sed quum in methodo vulgari in art. 62. et sequ. tra- 
dita locus geocentricus ad terrae centrum referri soleat, in quo casu a parallaxi 
liber dicatur, methodum peculiarem pro determinanda parallaxi, quae est inter 
utnunquc locum differentia, adiirere oportebit 

Sint corporis coelestis longitudo et latitudo geocoutrica respectu centri ter- 
rae X, 6; eaedem respectu puncti cuiusvis in superficie terrae 7, i; distantia cur* 

10 * 
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pons a terrae centro r, a puncto superficiei A ; denique respondeat in sphaera 
coelesti ipsi zenith huius puncti longitudo L, latitudo B, designeturque radius 
terrae per B. Sponte iam patet, omnes aequationes art. 62. etiam hic locum esse 
habituras; sed notabiliter contrahi potemnt, quum B hic exprimat quantitatem 
prae r et A tantum non evanescentem. Ceterum eaedem aequationes manifesto 
ctinmnum valebunt, si X, /, L pro longitudinibus ascensiones rectas, atque 6, h, 
B pro latitudinibus declinationes exprimunt. In hoc casu / — X, b — C erunt pa- 
rallaxes ascensionis rectae et declinationis, in illo vero paralias es longitudinis et 
latitudinis. Quodsi iam B nt quantitas primi ordinis tractatur, eiusdem ordinis 
erunt / — X, h — C, A — r, negleetisque ordinibus superioribus e formulis art 62. 
facile derivabitur: 



1 l \ 

reo* 6 

II. h — 6= HmtHrmi (tangS cos(X — L) — tangi/) 

III. A — r = — B cos //sin 6 (cotang6 cos(X — L) tnng //) 

Accipiendo angulum auxiliarem 6 ita ut fiat tangO = > aequationes II. 

III. formam sequentem nanciscuntur: 



II. 

III. 



b — 6 = 
A — r — 



/trns/Ico8(t — f.)sin(6— ft) — 6) 

renaft r»in8 

Jfrtta£c<w(X — /.)cos(6 — *)) Rsin — 9) 

cm H bjuS 



Ceterum patet, ut in I. et II. I — X et h — (5 in minutis secundis obtineantur, pro 
B accipi debere parnllaxem mediam solarem in minutis secundis expressam; in 
III. vero pro B eadem parallaxis per 206265' divisa accipienda est. Tandem 
nullo praecisionis detrimento in valoribus parallaxium pro r, X, 6, adhibere lice- 
bit A, /, b, quoties in problemate inverso e loco parallaxi allecto locum ab eadem 
liberum determinare oportet 



Exemplum. Bit ascensio recta Solis pro centro terrae 220°4 6 4 1 65 = X, 
declinatio — 15’49'43"94 =8, distantia 0,990431 1 = r; porro tempus sidereum 
in aliquo loco in terrae superficie gradibus expressa 78°20 38’ = L, loci elevatio 
poli 45’27'57 = Ji, parallaxis media solaris 8 6 = B. Quaeritur locus Solis 
ex hoc loco visus, distantiaque ab eodem. 
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logi? . . . 
logeos li . 
C.logr . . 
C. logeos 6 
logsinfX — 


9,94593 

■L) 9,78509 


logi? . . , 
logsini? 
C.logr . , 
C.logsinO , 
logsin (6 — 


0) 


0,93450 

9,85299 

0,10317 


log(/ — X) 




log(i— 6). 


. a 




l—X 


= -f- 3*96 


h— 6 




= — 4 64 


l 


= 220'46'4 8'5I 


b 




= — 1 5*49 48 58 


logtangiJ. 


0,00706 


log(A — 6) 


• 




logcos(X — 


■L) 9,89909 n 


logcot(6 — 


-9) 




logtangO . 




logr. . . . 


• . 


9,99582 


9 


= 127*57’ 0" 


logi" . . , 


. • 




6—6 


= — 1 43*4 6 4 4 


log(r — A) 


. 








r — A 




== — 0,0000304 






A 




= 0,9904615 



7 t. 

Aberratio fixarum , nec non pars ea aberrationis planetarum et cometarum 
quae soli motui terrae debetur, oritur inde, quod cum terra integra tabus movetur, 
dum radius luminis ipsius axem opticum percurrit. Corporis coelestis locus ob- 
servatus (qui et apjiareus seu aberratione affectus dicitur) determinatur per situm 
axis optici telescopii ita collocati, ut radius luminis ab illo egressus in via sua 
utramque huius axis extremitatem attingat: hic autem situs diversus est a situ vero 
radii luminis in spatio. Distinguamus duo temporis momenta t , t , ubi radius lu- 
minis extremitatem anteriorem (centrum vitri obiectivi), ubique posteriorem (focum 
vitri obiectivi) attingit; sint harum extremitatum loci in spatio pro momento priopi 
a, ft; pro posteriori a, U. Tunc patet, rectam ah' esse situm verum radii in 
spatio, loco apparenti autem respondere rectam ah vel ah' (quas pro parallelis 
habere licet): nullo porro negotio perspicitur, locum apparentem a longitudine tubi 
non pendere. Differentia inter situm rectarum ha, ha est aberratio qualis pro 
stellis fixis locum habet: modum eam calculandi hic tamquam notum silentio transi- 
mus. Pro stellis errantibus autem ista differentia nondum est aberratio completa: 
planeta scilicet, dum radius ex ipso egressus ad terram descendit, locum unum ipse 
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mutat, quapropter situs huius radii non respondet loco geoceutrico vero tempore 
observationis. Supponamus, radium luminis qui tempore t in tubum impingit 
tempore 7’ e plancta egressum esae; desigueturque locus planetae in spatio tempore 
T per P, tempore t autem per />; denique sit A locus extremitatis antecedentis 
axis tnbi pro tempore T. Tunc patet 

1° rectam AP exhibere lucum verum planetae tempore T. 

2° rectam ap autem loctiui verum tempore t . 

3° rectam ba vel ba locum apparentem tempore t vel t (quorum 
differentia ceu quantitas infinite parva spectari potest). 

4’ rectam btt eundem locum apparentem ab aberratione fixarum purgatum. 

lam puncta P, a, b' in linea recta iacent, cruntquc partes Pa,ab' propor- 
tionales temporum intervallis t — T, t' — I, siquidem motus luminis celeritate uni- 
formi peragitur. Temporis intervallum t — T propter immensam luminis veloci- 
tatem aemper est perparvum, intra quod motum terrae tanquam rectilineum ac 
celeritate uniformi peractum supponere licet: sic etiam A, a, a in directum iace- 
btint, partesque An, a a' quoque intervallis t — T, I — t proportionales erunt. 
Hinc facile concluditur, rectas AP, lia esso paralles, adeoque locum primum 
cum tertio identicum. 

Tempus f — T erit productum distantiae Pa in 493", intra quod lumen 
percurrit distantiam mediam terrae a Sole, quam pro unitate accepimus. In hoc 
calculo pro distantia Pa etiam PA vel pa accipere licebit, quum differentia 
nullius momenti esse possit. 

Ex his principiis tres demanant methodi, planetae vel cometae locum appa- 
rentem pro quovis tempore t determinandi, e quibus modo hanc modo illam 
praeferre conveniet 

. I. Subtrahatur a tempore proposito tempus intra quod lumen a planeta ad 
terram descendit: sic prodibit tempus reductum T, pro quo loeus verus more so- 
lito computatus cum apparento pro t identicus erit. Ad compotum reductionis 
temporis t — T distantiam a terra novisse oportet: plerumque ad hunc finem sub- 
sidia commoda noti deerunt e. g. per ephemeridem vel levi tantum calamo oalcu- 
latam, alloquio distantiam veram pro tempore t more solito sed neglecta praeci- 
sione nimia per calculum praelimiuarem determinare sufficiet. 

II. Computetur pro tempore proposito t locus verus atque distantia, ex hae 
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reductio temporis t — T, atque hine adiumento motns diurni (in longitudine et la- 
titudine vel in ascensione recta et declinatione) reductio loci veri ad tempus T. 

111. Computetur locus hclioceiitricus terrae quidem pro tempore /: locus he- 
lioeen triens planctae autem pro tempore 7’: dcin ex horum combinatione more so- 
lito locus gcocentricus planetae, qui al>«rratiotic lixarum (per methodum notam 
eruenda sive e tubulis depromenda) auctus locum apparentem quaesitum suppe- 
ditabit. 

Methodus secunda, quae vulgo in usum vocari solet, co quidem prae reliquis 
se commendat, quod ad distantiam determinandam numqiiam opus est calculo du- 
plici, attamen eo laborat incommodo, quod adhiberi nequit, nisi plures loci vicini 
vel calculentur vel ex observationibus iam innotuerint; alioquin enim motum di- 
urnum pro dato habere non liceret. 

Incommodum, quo methodus prima et tertia premuntur, plane tollitur quo- 
ties plures loci sibi vicini calculandi sunt Quam primum enim pro quibusdam 
distantiae iam innotuerunt, percommode ct praecisione sufficiente distantias pro- 
xime sequentes per subsidia trita concludere licebit. Cetorum si distantia est nota, 
methodus prima tertiae ideo plerumque praeferenda erit, quoti aberratione fixarum 
opus non habet; sin vero ad calculum dupliocm refugiendum est, tertia eo se com- 
mendat, quod in calculo altero locus terrae saltem retinendus est. 

Spoute iam se offerunt, quae ad problema inversum requiruntur, puta si e 
loco apparente verus derivandus est. Scilicet secundum methodum I. retinebis 
locum ipsum immutatum, sed tempus I, cui locus propositus ut apparens respon- 
det, convertes in reductum T, cui idem tamquam verus respondebit. Secundum 
toethodmn II. retinebis tempus t, sed loco proposito adiicics motum intra tempus 
t—T, quasi istum ad tempus t -)- (I — T ) reducere velles. Secundum methodum 
III. locum propositum ab aberratione fixarum liberatum tamquam locum verum 
pro tempore T considerabis, sed terrae locus verus tempori t respondens retinen- 
dus est ac si ad istud pertineret.. Utilitas methodi tertiae in Libro «ocutulo clarius 
elucebit. 

Ceterum, ne quid desit, adhuc observamus, locum Solis ab aberratione per- 
inde affici ac locum planetae: sed quoniam tum distantia a terra tum motus di- 
urnus propemodum sunt constantes, aberratio ipsa semper valorem tantum non 
constantem obtinet motui medio solis in 493 ’ aequalem, adeoque = 20 25 , quae 
quantitas a longitudine vera subtrahenda est ut apparens prodeat. Valor aberratio- 
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nis exactus est in ratione composita distantiae et motus diurni, sive quod eodem 
redit in ratione inversa distantiae, unde ille valor medius in apogco 0 34 dimi- 
nuendus in perigeo tantundem augendus esset. Ceterum tabulae nostrae solares 
aberrationem constantem — 20” 25 iam includunt; quapropter ad obtinendum 
longitudinem veram tabulari 20"25 addere oportebit 



72. 

Finem huic Sectioni imponent quaedam problemata, quae in determinatione 
orbitarum planetarum et cometarum usum frequentem praestant Ac primo quidem 
ad parallaxein reveniemus, a qua locum observatum liberare in art. 70. docuimus. 
Talis reductio ad centrum terrae, quum planetae distantiam a terra proxime saltem 
notam supponat, institui nequit, quoties planetae observati orbita omnino adhuc 
incognita est. Attamen in hoc quoque casu finem saltem eundem assequi licet, 
cuius caussa reductio ad centrum terrae suscipitur, ideo scilicet, quod hoc centro 
in plano eclipticae iacente vel iacere supposito plures formulae maiorem simplici- 
tatem et concinnitatem nanciscuntur, quam si observatio ad punctum extra pla- 
num eclipticae referretur. Hoc itaque respectu nihil interest, utrum observatio 
ad centrum terrae an ad quodvis aliud punctum in plano eclipticae reducatur. Iam 
patet, si ad hunc finem punctum intersectionis plani eclipticae cum recta a plancta 
ad locum verum observationis ducta eligatur, observationem ipsam nulla prorsus 
reductione opus habere, quum planeta ex omnibus punctis illius rectae perinde 
videatur*): quamohrem hoc punctum quasi locutn fictum observationis pro vero 
substituere licebit. Situm illius puncti sequenti modo determinamus. 

Sit corporis coelestis longitudo X, latitudo 8, distantia A, omnia respectu 
loci veri observationis in terrae superficie, cuius zenith respondeat longitudo l, la- 
titudo 6; porro sit n semidiameter terrae, L longitudo heliocentrica centri terrae, 
Ii eiusdem latitudo, H eiusdem distantia a Sole; denique L' longitudo heliocen- 
trica loci ficti, 11 ipsius distantia a Sole, A-)- 8 ipsius distantia a corpore coelesti. 
Tunc nullo negotio eruentur aequationes sequentes, denotante N angulum arbi- 
trari um: 



*) Si ultima praecisio desideraretur, intervallum temporie, intra quoti lumen a vero ioco observationis 
ad fictum seu ab hoc ati illum Udabitur, tempori propoaito vel addere vel inde subducere oporteret, siqui- 
dem de locis aberratione affectis agitur: sed haec differentia via ullius momenti esse potest, nisi latitudo 
perparva fuerit, 
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Ii cos (A — A 7 ) -|- 3 cos 6 cos (X — A 7 ) = Ii cos B cos (A — A 7 ) -j- it cos b cos (l — N ) 

Ji sin (A — A 7 ) + 3 cos® sin (X — N) = It cos B sin (L — A 7 ) -n cos Z> sin (l — A 7 ) 
8 sin 6 = 7? sin JB — )— tc sin b 

Statuendo itaque 

I. (7Zsin7?-f-itsinZ>)cotang8 = p, erit 

II. 7Z'cos(A' — A 7 ) — It cos B cos (A — N) -f- r cos b cos (l — N) — |icos(X — N) 

III. i? 'sin (A' — N) = Ii cos Ii sin (A — A 7 ) -f- it e,os b sin (/ — A 7 ) — ia sin (X — A 7 ) 

IV. 8 = 

ros 6 

Ex aequationibus IL III. determinari poterunt It' et A', ex IV. interval- 
lum temporis tempori observationis addendum quod erit minutis secundis =493 8. 

Hac aequationes sunt exactae et generales, poteruntque tunc quoque adhi- 
beri, ubi pro plano ecliptica acquatore substituto A, A’, I, X designant ascensiones 
rectas, Ii, b, 6 declinationes. Sed in casu de quo hic potissimum agimus, scilicet 
ubi locus fictus in ecliptica situs esse debet, exiguitas quantitatum B , it, A' — A 
adhuc quandam formularum praecedentium contractionem permittit Poterit enim 
pro it assumi parallaxis media solaris, B pro sin B, t pro eos B et cos(A — A), 
A — A pro sin (A’ — A). Ita faciendo N — A, formulae praecedentes assumunt 
formam sequentem: 



I. 

n. 

iii. 



(i = (7? B-\- it sin b) cotang6 

R' — 7? -|- it cos 3 cos (Z — A) — |acob(X — A) 
r — L) — n gjn (X — L) 



Proprie quidem hic B, it, A' — A in partibus radii exprimendi sunt; sed patet, 
si illi anguli in minutis secundis exprimantur, aequationes I. III. sine mutatione 
retineri posse, pro II. autem substitui debere 



R' = 7Z+~-‘ 



n co« b cos (? — L ) — yx coi (X Z>) 

206 JRi/* 



Ceterum in formula ni. pro denominatorc R' absque errore sensibili semper ad- 
hibere licebit R, Reductio temporis autem, angulis in minutis secundis expres- 
sis, fiet 

m‘.|i 

loti»', coit 



a. TU. M. 



11 



i 
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73. 

Exemplum. Sit X = 354*44'54', 6 = — 4*59 32”, 1 = 24’29', b = 46*53', 
h — t 2 28’ 54, /i=-j-0”49, 11 = 0,9988939, ” = 8 60. Ecce iam calculum; 



log# 


. . . . 9,99951 


l°g* 


. . . . 0,93450 


,0 g# 




logsinfr .... 


. . . . 9,86330 


log liR . . . . 


. . . . 9,68971 


log 7t sin b .... 


. . . . 0,79780 


Hinc log (IS R -f- r. sin 


/»)... 0,93040 






logcotang? . . 


. . . . 1,05873 n 






logi 1 


. . . . l,88913u 






log* 


.... 0,93450 


l°g 8 


. . . . 1, 8991311 


log Cos h . . . . 


. . . . 9,83473 


logi" 


. . . . 4,68557 


log'" 


. . . . 4,69557 


logcos(X L) . 


. . . . 9,97886 


log cos (/ L) . 


.... 9,99040 




6,55356 n 




5,44520 


numerus 


— 0,0003577 


numeras 


-f- 0,0000279 






Hinc colligitur It ' = 


/?+ 0,0003956 = 


= 0,9992695. Porro erit 


log 7 ; cos i . . . 


.... 0,76923 


logi 1 


. . . . 1, 8S913n 


log sin (/ — L) . 


.... 9,31794 


log sin (i — L) . 


. . . . 9,48371u 


Compl. log It ’ . 


.... 0,00032 


C. log/?' .... 


. . . . 0,00032 




0,08749 




1,37316 


numerus 


+ 122 


numerus 


-j- 23 6 1 


Unde colligitur L 


== L — 22"39. 


Denique habetur 




logp 


.... 1,889 13 n 






(J.log206265 . 


.... 4,68557 






log 493 . , . , 


.... 2,69285 






C. log cu*6 > . • 


.... 0,00165 








9,26920 u 







unde reductio tempori* = — (>’|S6, adeoque nullius momenti. 



74. 

Problema aliud, e corporis cudentis loco yeocetitrico atque situ plani orbita* 
eius locum heliocentrincm in orbita derivare, eatenua praecedenti affine est, quod 
quoque ab intersectione rectae inter terram et corpus coeleste ductae cum plano 
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positione dato pendet. Solutio commodissime petitur e formulis art. 65., ubi cha- 
racterum significatio haec erat: 

L longitudo terrae, R distantia a Sole, latitudiuem B statuimus = 0 
(quum casus , ubi non est = 0 , ad hunc facile reduci possit per art. 7 2) , unde 
R' = R; I corporis coelestis longitudo geocentrica, b latitudo, A dist-uitia a terra, 
r distantia a Sole, « argumentum latitudinis , fi longitudo nodi assendentis, t' 
inclinatio orbitae. Ita habemus aequationes 

1. rcosu — R cos(L — fi) = Aeos6cos(I — fi) 

II. reosi’ sin u — R sin (L — fi) = A eos A sin (7 — fi) 

111. r sint sinu = A sin b 



Multiplicando aequationem L per tun(Z> — fi) sin b , II. per — eos(Z. — fi) sin A, 
III, per — m\(L — /)oos6, fit additis productis 

cos u sin (L — fi) sin b — sinu cos * cm(L — fi)»in6 — sin « sin t sin(A — I) cos b = 0 



unde 



,,r . liifZ.— 

IV. tangi/ — + 

Multiplicando autem I. per sin (l — fi), II. per — cos (l — fi), prodit productis 
additis 



y B«in( X. — I) 

' iini»«i«i co«(I— fj) — — ft) 

Ambiguitas in determinatione ipsius u per aequ. IV., sponte tollitur per aequ. 111., 
quae ostendit, u inter 0 et ISO* vel inter 160” et 360’ accipi debere, prout 
latitudo b fuerit positiva vel negativa; sin vero fuerit 6 = 0, aequ. V. docet, 
statui debere u = 0 vel u — 160", prout sinfL — I) et sin (/ — fi) diversa signa 
habeant, vel eadem. 

Computum nuinerieum formularum IV. et V. variis modis per introductio- 
nem angulorum auxiliarium contrahere licet. E. g. 



statuendo 

statuendo 

Perinde aequ. 



= U n e j, #1 = 

V. per introductionem anguli cuius tangens = cos / tangi», vel 

11 * 
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= — ? () fomiam concinniorem nanciscitur. Sicuri formulam V. e combina- 
tionc aequationum I. II. obtinuimus, per combinationem aequationum II. 111. ad 
sequentem pervenimus: 

_ RtmjL— jl) 

sin u (cos i — sin» sin (/ — Q ) mt&ng 6) 

et perinde per combinationem aequationum I. III. ad hanc 

__ Jttn,(£~SU 

Cok u — sin u sin i' cos (i — ft) entan " b 

Utramque perinde ut V. per introductionem angulorum auxiliarium simpliciorem 
reddere licet. Solutiones e praecedentibus demanantes collectae exemploque illu- 
stratae uiveniuntur in vos Zacti MonatUche Correxpoiulenz , Bd. V. 8. 540 [Gacss 
Werke, Bd. VI. S. 87, tS02 Juni], quapropter hic evolutione ulteriori supersede- 
mus. — Si praeter u et r etiam distantia A desideratur, per aequationem III. 
determinari poterit. 



75. 

Alia solutio problematis praec. superstruitur observationi in art. 64. III. 
traditae, quod locus heliocentricua terrae, geocentricus corporis coelestis ciusdcm- 
quo locus helioccntricus in uno eodemque circulo maximo sphaerae simt siti. Sint 
in Fig. 3. illi loci resp. T, O, II \ porro £1 locus nodi ascendentis; Q II 

partes eclipticae et orbitae, G P perpendiculum ad eclipticam ex G demissum, 
quod igitur erit = b. Hinc et ex arcu PT—L — l determinabitur angulus T 
atque arcus T G. Dein in triangulo sphaerico UlIT data sunt angulus Q = t, 
angulus T latusque fi 2’ = L — fi, unde eruentur duo reliqua latera fi // = k 
atque TU. Tandem erit BG = TG — TH atque r = ^ = 



76. 

In art. 52. variationes differentiatos longitudinis ct latitudinis hcliocentricae 
distantiaeque curtatae per variationesargunienti latitudinis u, inclinationis «radii- 
que vectoris r exprimere docuimus, posteaque (art. 64. IV.) ex illis deduximus 
variationes longitudinis et latitudinis geoccntrieae, l et b: per combinationem ita- 
que harum formularum d/ ct di per d«, d«, d fi, dr expressae habebuntur. 
Sed operae pretium erit ostendere, quomodo ili hoc quoque calculo reductione loci 
heliucentrici ad eclipticam supersedere liceat, sicutiin art. 65. locum geocentricum 
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immediate e loco heliocentrico iu orbita deduximus. Ut formulae eo simpliciores 
evadant, latitudinem terrae negligemus, quum eerte in formulis differentialibus 
effectum sensibilem habere nequeat. Praesto sunt itaque formulae sequentes, in 
quibus brevitatis caussa to pro I — H, nec non ut supra A' pro Aco sb scribimus. 

A cos io = r cos u — R cos ( L — Sb) =5 

A sin tu =3 r co8t sinu — R sin (L — £i) = ij 
A tang b — r sin t sinu = C 



i quarum differentiatione prodit 



Hinc per eliminationem 



cos ui . d A — Asili u> . d u> = d S 
sin io . d A -)- A eos ui . d u> = d vj 
tangt.dA-|- ~gdt = dj 



i — + cogtB.dr. 

dcu = 

j ^ — cos o> stn 6.dS — >>ihu ainfr.d -fr + ccufr .dC 



8i in his formulis pro 5, r„ C valoreB sui rite substituuntur, dui et d h per 
dr, du, dt, A SI expressae prodibunt; dein, propter AI = du> -|- d&, differentia- 
lia partialia ipsarum I, b ita se habebunt: 



I. 


*® 


= 


— sin ui cos u cos ui sin u cos i 


II. 


7(k) 


= 


sin to sin u -j- cos to cos u cos i 


m. 


7® 


= 


— cos ut sin u sin t 


IV. 


(fi) 


= 


l-j-yCOs(Z/ — fi — to) = 1 + ^ cos (L — T) 


V. 


MS) 


= 


— costo cos u sin b — sin to sin u cos i’ sin b -f- sin u sin t cos 


VI. 


A 1 dii 
r UmJ 


= 


cos to sin u sin h — sin to cos a cos i sin b -j- cos u sin t cos b 


VII. 


A /d£>\ 

r U» ) 


= 


sin to sin « sin i sin b -f- sin u cos i cos b 


VIII. 


A| di. \ 

nlS/ 


- - 


sint sin(Z/ — SI — to) = sint sin (L — 1) 



/ 
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LlBKtt I. SECTIO II. 



Formulae IV. et Vili, hic iatn in forma ad calculum commodissima apparent; for- 
mulae I. III. V. autem per substitutiones obvias ad formam concinniorem redi- 
guntur, puta 



I*. 


(£) 


= r *.sin (L—J) 




III*. 


(a") 


= — costo tangi 




V*. 


0 


= — ^ eos (L — l) sini = 


— cos(Z< — l) sini cosi 



Denique formulae reliquae quoque II. VI. VH. per introductionem quorundam 
angulorum auxiliarium in formam simpliciorem abeunt: quod commodissime fit 
sequenti modo. Determinentur anguli auxiliares J/, N per formulas 

tang M — , tang N — sin u> tang t = tang 3/ cos u> sin t 

Tunc simul fit 



cosltf* _____ l-feiugAT* _____ cosi^ + Ma^Bini* ___ t 

rn»A™ 1-j-UnjtJ/* cn*i’ + Uui?m* (OSIO 

iam quum ambiguitatem in determinatione ipsorum 3/, N per tangentes suas 
remanentem ad lubitum decidere liceat, hoc ita fieri posse patet, ut habeatur 
= 4" cosio, ae proin 4 - sin». Quibus ita factis, formulae II. VI. 

MI. transeunt in sequentes: 

U « j d/i r»inn«i»( Af — m) 

* lilid AV;» .1? 

VI*. (j*) = ^ (cos u> sini cos (A/ — h) cos (3/ — h)-)-sin (3/ — «) sin(A T — i)) 

Vii* / ji* I r Bili « rot » ent (.V— b) 

* Id») AccsiV 



Hac transformationes respectu formulanim IL V II. neminem morabuntur, respectu 
formulae VI. autem aliqua explicatio haud superflua erit. Substituendo scilicet 
in formula M. primo M — (J/ — u) pro m, prodit 

7 (j«) = c,,a (3f — u) (costo sin J/sin b — sin <u cos? cos 3/ sini -j- sin 1 ' cos J/ cos A) 

— sin (3/ — u) (cos (u cos 3/sin b 4 - sin u> cos 1 sin M sin/; — sin 1 ' sini/ cos b) 



Iam fit 



costo sin3/ = cosfcosie sin 3/-)- siiii‘*cogu> sin 3/ 
= sin tu cos i cos i/ 4- sin i ’ cos u» sin ,1/ 
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unde pars prior illitis expressionis transit in 

sin t eos(J/ — «)(sini cos eu sin J/sinft cos M eos/e) 

= sin » cos ( M — «)(coso> sin A T sin b -f- eos eo esis N cos h) 
= cos eo sin i cos (M — u) cos (N — b) 

Perinde fit 

cosiV = COS <u* cos AT -j- sin 10* eos A" “ erosio cos ,l/-j- sino» cosisin M 
unde expressionis pars posterior transit in 

— sin \M — m) (cos A’ sii i /i — sin A T cos A) =s sin( M— «) sin(A r — b) 

Hinc expressio VI *. protinus demanat. 

Angulus auxiliaris M etiain ad transformationem formulae 1 . adhiberi 
potest, quo introducto assumit fonuam 

t*» Idft sin asili (i/ — h) 

1 * Uri — A'iia.tf 

e cuius comparatione cum formula I ’. concluditur — H sin (L — ■ l) sin M = 
rsino» sin(Jf— «); hinc etiam formulae II*. forma paullo adhuc simplicior tri- 
bui potest, puta 

H”. (£) <= — ^ »in (L — t) cotang (M — u) 

Ut formula VI*. adhuc magis contrahatur, angulum auxiliarem novum in- 
troducere oportet, quod duplici modo fieri potest, scilicet statuendo 

vel tnng P — — 1 * ttf ' , vel tangV — ; quo facito emergit 

” o *in • 1 ° x ong qd sin i » n 

VI** f «in (M —u )co&(y — b — P) r»iu( iV— b) — u — 

'd«) A sin P ’ Asiti^ 

Ceterum quantitates auxiliares J/, A r , P, Q non sunt mere fictitiae , facileque, 
quiduam in sphaera coelesti singulis respondeat, assignare liceret: quin adeo hoc 
modo aequationum praecedentium plures adhuc elegantius exhiberi possent per 
arcus angulosve in sphaera, quibas tnmen eo minus hic immoramur, quum in cal- 
culo numerico ipso formulas supra traditas superfluas reddere lion valeant. 
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UBSB 1. SECTIO 11. 



77. 

lunetis iis, quae in art. praec. evoluta sunt, cum iis quae in artt. 15. 16. 
20. 27. 28. pro singulis sectionum conicarum generibus tradidimus, omnia praesto 
erunt, quae ad calculum variationum differeutialium loco geocentrico a variationi- 
bus singulorum elementorum inductarum requiruntur. Ad maiorem illustrationem 
horum praeceptorum exemplum supra in artt. 13. 14. 51. 63. 65. tractatum re- 
sumemus. Ac primo quidem ad normam art. praec. d? et d6 per dr, du, di, 
d £1 exprimemus, qui calculus ita se habet: 

logtangui . . . 8,40113 logsinio . . . S,40099n logtang(lf — u), 9,41932 u 
log cos i .... 9,98853 logtangi. . . 9,36723 logcosoosint' . . 9,35562n 

logtangj/. . . 8,41260 logtangAT . . 7,76822n logtangP . . . 0,06370 

M = 1°28' 52" N =179"39'50" P = 49*1 1' 13" 

M—u = 165 17 8 N—b = 186 1 45 N—b — P = 136 50 32 



i*. ir*. m*. 



logsin (L — T). 9,72125 (*) 

logi? 9,99810 l.cot(Jf — «). 

C.logA .... 9,92027 logj^jTTT 

(*) 9,63962 

C.logr . . . . ■ 9 ,6 7401 

log(fi) 9,31363 

IV. V 

log£ 9,91837 (**) 

logcos(i> — l) . 9,92956 logsin?) coab 
”(**) ...... 9 ,84793 C. log r . . . 

= Mfi )— 1 H[fr) * • 



vn*. 



logrsinucost . . 


. 9,75999n 


log cos (N — b) . . 


. 9,99759n 


C.log A 


. 9,91759 


C.logcosiV . . . 


. 0,00001 n 


Wffl 


. 9,675 18 n 



9,63962 logcosat .... 9,99986 n 
0,58068n logtangh. . . . 9,04749n 
0,22030 log(^') 9,04735 n 



VI**. 

9,84793 log' 0,24357 

9,04212n logsin(Jf — u) . 9,40484 

9,67401 l.cos (N—b—P) 9,86301 n 

8,56406 C. logsin P . . . 0,12099 

!**(£) 9,63 24 in 

VIII. 

(*) 9,63962 

logsinfccosft . . . 9, 04212n 
log(fj) 8,681 74 n 



Digitized by Google 



RELATIONES AU LOCUM SIMPLICEM IX SPATIO SPECTANTE». 



89 



Collecti» hisce valoribus prodit 

di = -(- 0,20589 dr-j- 1,66073 d« — 0,1 1152 dt-f I,70454d& 
dA = -j- 0,03665 dr — 0,42895 d« — 0,47335 di — 0,04805 d& 

Vix necesse erit quod iam saepius monuimus hic repetere, scilicet, vel variationes 
d/, d A, dw, d<, d in partibus radii exprimendus esse, vel coSfticientcs ipsius 
dr per 206265* multiplicandos, si illae in minutis secundis expressae conci- 
piantur. 

Designando iam longitudinem perihelii (quae in exomplo nostro est 5 2“ 1 8'9"30) 
per II atque anomaliam veram per e, erit longitudo in orbita =«-f- = 

adeoque d u = d r d 1 1 — d £},, quo valore in formulis praecedentibus substituto, 

di et di per dr, de, dll, d|i, d» expressae habebuntur. Nihil itaque iam su- 
perest, nisi ut dr et dr ad normam aitt. 15. 16. jier variationes differentiales 
elementorum ellipticorum exhibeantur *). 

Erat in exemplo nostro, art. 14., log^ = 9,90355 — log(^) 



i an 

l °Kr~r 


.... 0,19290 





. 0,42244 


logeostp 


.... 9,98652 


logtungtp 


. 9,40320 





. . . . 0,17942 


logsiu i> 

lo s(a*) 


. 9,84931 ll 


2 — t’ eos E 


= 1,80085 


. 9,67495 n 


ee 


= 0,06018 


,o g" 


. 0,42244 




1,74067 


logeostp 


. . 9,98652 


w 


.... 0,24072 


logeosc 


. 9,84966 


i na 

l0 «re 


. . . . 0,19290 


lo g(d») 


. 0,25862 n 


logsin£ . . . . 


. . . . 9,76634 ll 




lo Kl'a’) 


. . . . 0,1 9996 n 







Hinc colligitur 

do = -f 1,51154 d M — 1,58475 dtp 

dr = —0,47310 d,)/— 1,81393 dtp + 0,80085 An 



*) Characterem M in calculo «sinente haud amplius anguUm noatrmn auxiliarem exprimere, sed 
(ut in Sect. I.) anomaliam mediam, quisque «ponto videbit. 



O. TH. M. 
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I.IBKk I. aKCTIO II. 



quibus valoribus in formulis praecedentibus substitutis, prodit 

d/ = -f 2,41 2*17 d M— 3,00531 d?+ll, I #4*8d o -|- 1,66073 dll — 0,1 1 I52dl 
0,0 4 385 d I), 

dA = — 0,66572 d Jf-j-0,6 I 33 I dtp -f- 0,0 2935 do — 0,42995dll — 0,47335dt 
-f- 0,38000 dft 

Si tempus cui locus computatus respondet n diebus ab epocha distare xup- 
pouitur, longitudoque inedia pro epocha per N , motus diurnus per 7 denotatur 
erit M = N-\-nl — II, adeoque d M = d^V-f- nd7 — dll. In exemplo nostro 
tempus loco computato respondens est Octobris dies 17,41507 anni 1804 sub 
meridiano 1’arisicnsi: quod si itaque pro epocha assumitur initium anni 1905, est 
n = — 74,59493; longitudo media pro epocha ista statuta fuerat = 4 l’52'2l"61, 
motusque diurnus = 824 7989. Substituto iam iu formulis modo inventis pro 
d M valore suo, mutationes differentiales loci geocentrici per solas mutationes ele- 
mentoruiu exjiressac ita se habent: 

AI = 2,4 1 297 d N — 179,96 d 7 — 0,75214 d 11 — 3,00531 d^ + 0,16489 d a 

— 0,1 I I52d/-f 0,04395 dfl 

dA = — 0,6657 2 d iV -f- 49,65 d 7 -j- 0,23677 dll + 0,61331 d^-)- 0,02935 do 

— 0,47335 dt -f- 0,39090 dp 

Si corporis coelestis massa vel negligitur vel saltem tamquam cognita spec- 
tatur, 7 et « ab invicem dependentes erunt, adeoque vel d7 vel da e formulis 
nostris eliminare licebit Scilicet quum per art. 6. habeatur 7o- = A* |/ ( 1 — J— ja), 
erit V = — t^i i« qua formula, si d7 in partibus radii exprimenda est, etiam 
7 perinde exprimere oportebit Ita in exemplo nostro habetur 

log7 2,91635 

logi" 4,69557 

logf 0,17609 

C.logo 9,57756 

log^ 7, 3555711, sive d7 = — 0,0022676da, 

atque da = — 440,99d/, 

quo valore in formulis nostris substituto, tandem emergit forma ultima: 
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di == 2,41267 d N— 252,67 d7 — 0,75214 d 11 —3,00531 df — 0,1 1 152 d t 
-f- 0,04385 d,ft 

dft = — 0,66572 dA r + 36,71 d7 + 0,23677 dll -f 0,61331 d ¥ — 0,47335 d* 
+ 0,38090 da 

In evolutione hnruni formularum omnes mutationes di, dii, d N, d 7, dll, dtp, 
d i, d a i» partibus radii expressas supposuimus, manifesto autem propter homo- 
geneitatem omnium partium eaedem formulae etiamnum valebunt, si omnes illae 
mutationes in minutis secundis exprimuntur. 



12 * 
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SECTIO TERTIA 

Relationes inter loros jihirrs in orbita. 



78 . 

Comparatio duorum pluriumvc locorum corporis coelestia tum in orbita tum 
in sjmtio tantam propositionum elegantium copiam subministrat, ut volumen inte- 
grum facile complerent. Nostrum vero propositum non eo tendit, ut hoc argu- 
mentum fertile exhauriamus, sed eo potissimum, ut amplum apparatum subsidio- 
rum ad solutionem problematis magni de determinatione orbitarum incognitarum 
ex observationibus, inde adatriiumus: quamobrem neglectis quae ab instituto nostro 
nimis aliena essent, eo diligentius omnia quae ullo modo illuc conducere possunt 
evolvemus. Disquisitionibus ipsis q nandam propositiones trigonometricas praemit- 
timus, ad quas, quum frequentioris usus sint, saepius recurrere oportet. 

I. Denotantibus A, /i, C angulos quoscunque, habetur 

sin A sin (C — B) -)- sin lt sin ( A — C) -)- sin (' sin (B — A) = 0 
cos A sin (C — B) -f- cos B sin I A — O) -)- cos C sin (B — A) = 0 

II. 8i duae quantitates />, P ex aequationibus talibus 

/mu(d — P) — a 

ptn\\(B — P) — h 

determinandae sunt, hoc fiet generaliter adiutnento formularum 

j>sin(if — A) sili{// — P) = bmn(H — A) — a sin (/7 — B) 
p»in(B — A) cos (// — P) = b cos(/7 — A) — «cos(/7 — B) 
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in quibus 1J est angulus arbitrarius. Hinc deducuntur (art. 1 4. II.) angulus 
H — P atque /isin (B — vl); et hinc P et p. Plerumque conditio adiecta 
esse solet, ut p esse debeat quantitas positiva, unde ambiguitas iu determinatione 
anguli // — P per tangentem suam deciditur; deficiente autem illa conditione, 
ambiguitatem ad labitum decidere licebit. Ut calculus commodissimus sit, angu- 
lum arbitrarium // vel = A vel = H vel = { (/1 H) statuere conveniet. Iu 
casu priori aequationes ad determinandum P et p erunt 



psiu(zl — P\ — n 



/>cos(y( — P) — 



b — a A; 

A) 



Iu casu secundo aequationes prorsus analoga*; erunt, iu casu tertio aute.ui 



/jsili({ A-\- \ B P) — (H—A, 

P* °8(* A + * Ji ~ h = l« n \7ir-A) 

Quodsi itaque angulus auxiliaris C introducitur, cuius tangens = ^ , invenietur 
P per formulam 

tangt{*4 -f- f H — P) — tang (45”-(- £) tang j (B — A) 
ac dcin p per aliqtuim fominlarum praecedentium, ubi 



*(& + «) = sil.( 45 *+ C)/^f c 
H* — a) = cos(45 



« <11 1(0*+ r .s 6«Ih(4»*4-0 

ainC/3 ,’Dstgi 

rtCOBtl.V+C) __ tCO «(4»*+t) 



III. Si p et P determinandae sunt ex aequationibus 

p eos | A — P) = n 
pcos(B — P) = h 

omnia in II. exposita statim applicari possent, si modo illic pro A et B ubi- 
que scriberetur 90*-)- vl, 90” -j-B: sed ut usus eo commodior sit, formulas evo- 
lutas apponere non piget Formulae generales erunt 

peiii(B — A) sin (// — P) — — b coa(H — A) -f- a voa(U — B) 
pmtx(B — A)cos(H — P) = 6siii(J/ — A) — asin(i/ — B) 
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Transeunt itaque, pro H=A in 

P»x"(A-P) = - 
y>COs(s4 — P) — II 

Pro // = Ii, fonimm similem obtinent; pro // = \(A H) autein fiunt 



psinO A + } B — P) = j——-, 

A + ',H-P)= 

ita ut introducto angulo auxiliari cuius tangens = i, fiat 

cotangl J A + J li — P) = cotang (C — 45*) tang } ( Ii — A) 

Cetenun «i ji immediate ex a et l> sine praevio computo anguli P de- 
terminare cupimus, habemus formulam 

]imx\{li — A) = ^ («a-f-A6 — 2 ah em(B — A)) 

tum in problemate praesente tum in II. 



79 . 

Ad completam determinationem sectionis conicae in plano suo tria requi- 
runtur, situs perihelii, excentrie.itns et aemiparameter. Quae si e quantitatibus 
datis ab ipsis pendentibus eruenda sntit, tot data adsint oportet, ut tres aequationes 
ab invicem independeiites formare liceat. Quilibet radius vector magnitudine et 
positione datus unam aequationem supjieditat: quamubrem ad determinationem 
orbitae tres radii vectores magnitudine et positione dati requiruntur; si vero duo 
tantum habentur, vel unum elementum ipsum iam datum esse debet, vel saltem 
alia quaedam quantitas, cui aequationem tertiam superstruere licet. Hinc oritur 
varietas problematum, quae iam deinceps pertractabimus. 

Sint r, r’ duo radii vectores, qui cuiu recta in plano orbitae e Sole ad lu- 
bitum ducta faciant secundum directionem motus angulos _V, iV'; sit porro 11 
angulus quem cum eadem recta facit rudius vector in perihelio, ita ut radiis vecto- 
ribus r, r respondeant anomaliae verae .V — 11, A” — 11; denique sit e excen- 
tricitas, p sciniparameter. Tunc habentur aequationes 
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- — 1 -(- e cos(A r — 1 1) 

^ = I -f- e cos (AT — 1 1) 

e quibus, si insuper uno quantitotuni />, e, II < lata est, duas reliquas ^determinare 
licebit. 

Supponamus primo, datum esse aeniipammetruiu /*, patetque determinatio- 
nem quantitatum e et II aequationibus 

e cos (A’ — II i — v r — I 
ecos(A T ’ — II) = ^ — I 

fieri posse ad normam lemmatis III. in art. praec. Habemus itaque 
tang(J\ r - 1 1) = cotang( A' — N) — fc K) 

tangd.v+^v-ii) = e^sasise^ZL 

r+r— T 



80. 

8i angulus II datus est, p et e determinabuntur per aequationes 

rr'(cos(JV — II) — cog(JV'— II)) 

P r ru j r.V— H ) - r ',t,K .V (1 , 

r r 

e r ens l.V — 0) — rV.m f.V r — 



Denominatorera communem in bis formulis reducere licttt sub formam « cos(vl — 11), 
ita ut a et A a II sint iudcpendeute*. Designante scilicet II angulum arbi- 
trarium, fit 



r cos ( A r — II) — r ' cos (A7 — 11) 



j (reos (A' — II ) — r'coa(AT — H))co»{H — 11) 

i — (r sin ( N — H) — r sin (AT — IT)) siu (H — 11) 



adeoque = acus(.d — II), si a et A determinantur per aequationes 

reos (AI — H ) — rcoa(AT — II) — a coa(A — II) 
rsin (AT — H) — r'sin (AT' — 77) = a sin (A — //) 
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L1BEK I. SECTIO III. 



Hoc modo fit 



5 rr'«in J(JT— .V) ,11. ({ N+ { X'- II) 

^ nani A — It) 

r ' — r 

acm(A — Yl) 



Hae formulae imprimis sunt commodae, quoties p et e pro pluribus va- 
loribus ipsius 1 1 computandae sunt, manentibus r, r , A T , N . — Quum ad cal- 
culum quantitatum auxiliarium n, A angulum // ad libitum assumere liceat, 
e re erit statuere // = | (N-\- A’"), quo pacto formulae abeunt in has 

(r' — r)co«|(A" — .V) = — a eos ( A — { N — J A’) 

(r -p ei sin } (jV — A’) = — n sin (A — 4 .V — } A T 'l 

Determinato itaque angulo A per aequationem 

tang(yf — iN — 1 N ' l = tang 4 (A" — A') 



statim habetur 

ClMilt -{N— iX’) 

* — co»i(jV— JV)co«bt-!l) 

Calculuni logarithmi quantitatis per artificium saepius iam explicatum con- 

trahere licebit. 



91. 

Hi excentricita» e data est, angulus 1 1 per aequationem 

esi ,| ||) _ OW!.l tA'—).V’) 

cosi/l II) — *tml<X r -X) 

invenietur, postquam angulus auxiliaris ,1 per aequationem 
taug(yJ — 4 A’ — 4 A r i = T r t~~ uuig4(A’ — A r ) 



determinatu» est. Ambiguitas in determinatione anguli A — II per ijsms cosinum 
remaneiui in natura problematis fundata est, ita ut problemati duabus solutionibus 
diversis Batisfieri possit, e quibus quam adoptare quamve redicere oporteat aliunde 
decidendum erit, ad quem finem valor saltem appmximatus ipsius II iam cogni- 
tu» esse debet. — Postquam II inventus est, j> vel per formulas 
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p = r(l -f-ecos(A r — II)) = r (1 -J-ecos(^' — 11)) 
vel per hanc computabitur 

1 rr't »io 1 (A~ r — X) «ip(l N+ jJT— H) 

r ~~ r'-~r 



82. 

Supponamus denique, tres radios vectores r, r , r" datos esse, qui cum 
recta ad lubitutn e Sole in plano orbitae ducta faciant angulos N, N', N". Habe- 
buntur itaque, retentis signis reliquis, aequationes (I.): 

£ = I -(- e cos (AT — fi) 

£ = t -p « co»(AT — 11) 

^ = t + e, cos (A 7 ” — 11) 

e quibus p, II, « pluribus modis diversis elici possunt. Si quantitatem p ante re- 
liquas computaro placet, multiplicentur tres aequationes (I.) resp.per sin (AT — AT), 
— sin ( „V" — AT), sin (AT — AT), fietque additis productis per lemma I. art. 78. 

tstoW— .V')— sin (.V“- X) + sin (X’—X) 
p = : . 

‘ *ia IX"— W 1 ) - p «m (#'- X) + «in (X’-X) 

Haec expressio propius considerari meretur. Numerator manifesto fit 

= 2 sin 4 (AT — A’) cos 4 ( AT — AH — 2 sin | (AT — AO cos (f AT -f- i N'—N) 
= 4 sin | {AT — AT) sin ) (N " — A r )sin J (N' — N) 

Statuendo porro 

r’r”sin(Ar — AT) = », rr”*in(Ar — N) = n\ rr sui (A — AT)= >»", 

patet 4 n, ) n, } n esse areas triangulorum inter radium vectorem secundum et 
tertium, inter primum et tertium, inter primum et secundum. Hinc facile per- 
spicietur, in formula nova 

« lin l (JV'— X') sin 1 (JV"- .V) sin i (JIT— X).r /r" 

p— «-V+»" 

denominatorem esse duplum areae trianguli inter trium radiorum vectorum extre- 
mitates i. e. inter tria corporis coelestis loca in spatio contenti. Quoties haec loca 

13 



O. TU. N. 




9» 



i. sacrio tu. 



]>arum ub invicem remota sunt, area ista semper erit quantitas perparva et quidem 
ordinis tertii, siquidem jV — -V, jV* — -V' ut quantitates parvae ordinis primi 
ajieetantur. Hinc simul concluditur, si quantitatum r, r, r , X, X\ X~ una vel 
plurea erroribus utut levibus affectae suit, in determinatione ipsius p errorem 
permagnum illinc nasci posse; quamobrem haecce ratio orbitae dimensiones eruendi 
magnum praecisionem numquam admittet , nisi tria loca hei ioeen trica intervallis 
eousiderabilibus ab invicem distent. 

Ceterum simulae sciuiparnineter /> inventus est, e et II determinabuntur 
e coinbiuatione duarum qutmimcunque aequationum 1. per methodum art. 19. 



83. 

8i solutionem eiusdem problematis a computo anguli II inchoare malumus, 
methodo sequente litemur. Subtrahimus ab aequationem (1.) secunda tertiam , a 
prima tertiam, a (trima secundam, quo pacto tres novas sequentes obtinemus (II.): 



i i 

r' r" 

2 hiu 1 1 S'"- - X' 

i i 

r r" 

jsii.A.V' .V 
l i 

r r’ 

1 «in JfJV'— A’) 



— ; "inU A 1 ” + 1 A r — II) 
= sin ( i A’+ 1 X ' — II) 
= '- gin (i iV-f- { X' — H) 



Duae quaeeumjue ex bis aequationibus secundum letnina II. art. 78. dabunt I! 
et -, unde per quamlibet aequationum (1.) habebuntur ctium e et p. Quodsi 
solutionem tertiam in art. 78, II. traditam adoptamus, eombinatio aequationis 
primae, cum tertia algnritbmum sequentem producit. Determinetur angulus auxi- 
liaris C per aequationem 



tang; 




7 1 tT) 

r_V'*«in( [N r ^W) 



eritque 



tangd N ) N -j- J N — II) = tang(45’-)- C) tangi (N° — X) 



Permutando locum secundum cum pritno vel tertio, duae aliae solutiones huic 
prorsus analogae prodibunt. Quum hac methodo adhibita formulae pro r minus 
expeditae evadant, «et p per methodum art. SO e dualius aequationum (1.) eruere 
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praestabit. Ceterum ambiguitas in determinatione ipsius II per tangentem anguli 
| A'-f- | A" -f- | A' — II ita decidi debebit, ut <• Hat <|iutntitn.s positi va: scilicet 
mani testum eat, pro e valores oppositos prodituros esse, si pro II valores ISO rli- 
versi accipiantur. Signum ipsius // autem ab Ime ambiguitate non peudet, valorqne 
ipsius /i negativus evadere nequit , nisi tria puncta data in parti’ hyperbolae a 
Bole aversa iaceant. ad quem casum legibus naturae contrarium hic non respicimus. 

Quae ex applicatione methodi |>rimae in art. 78, II. post substitutiones ope- 
rosiores orirentur, in casu praesente eonunodius sequenti modo obtineri possunt. 
Multiplicetur aequationum TI. prima per cos J (A” — A”), tertia per cos } (N‘ — X) 
suhtrahnturque productum posterius a priori. Tunc lemmate I. art. 78. rite appli- 
cato*) prodibit aequatio 



* (r* — A) (- V "— sV) — i ( f ’ — r ') Ootailg | (X' — A”) 

== -sin I (A r — X) cos ( } A’ + { A’" — -II) 



Quam combinando cum aequationum 11. secunda invenientur II et et quidem 
fi per formulam 



tang( } A’-f- 1 X " — II) 



i — j „ ) cotan- ) f.V" — ,V'( - | — 1 1 reis»? J .Y' - .V) 



l.tinm hinc duae aliae formulae promus analogae derivantur, permutando locum 
secundum cum primo vel tertio. 



84. 

Quum jier duos radios vectores magnitudine et positione datos, atque ele- 
mentum orbitae unum orbitam integrum determinare liceat, per illa data etiam 
tempii*, intra quod corpus coeleste hI> uiio radio vectore ad altenun movetur, deter- 
minnbile erit, siquidem corporis massam vel negligimus vel saltem tamquam co- 
gnitam spectamus: nos suppositioni priori inhaerebimus, ad quam posterior facile 
reducitur, Hinc vicc versa patet, duos radios vectores inagnitudinc et positione 
datos una cum tempore, intra quoti corpus coeleste sjiatiuiu intermedium describit, 
orbitam integiam determinate. Hoc vero problema, ad gravissima iu theoria motus 
corporum coelestium referendum, haud ita tacile solvitur, quum expressio temporis 

•) dtsti.endo wilici-t iu tormutu a#cui»di -4 — [ f.V” — 3 *’ ') , /i = ) .v i .V * — fl, 0 ® t X f, 

13 * 
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per elementa tmnsscendeiis sit, insuperT|ae satis complicata. Eo magis dignum est, 
quod omni cura tractetur: quamobrem lectoribus haud ingratum fore speramus, 
quod praeter solutionem post tradendam, quae nihil amplius desiderandum relin- 
quere videtur, eam quoque oblivioni eripiendam esse consuimus, qua olim antequam 
ista se obtulisset frequenter usi sumus. Problemata difficiliora semper iuvat plu- 
ribus viis aggredi, nec bonam spernere etiamsi meliorem praeferas. Ab expositione 
huius methodi anterioris initium facimus. 



85 . 

Retinebimus characteres r, /•', AT, AT, p, «, II in eadem significatione, in 
qua supra accepti sunt; differentiam A r — N denotabimus per A, tempusque 
intra quod corpus coeleste a loco priori ad posteriorem movetur per 1. Jam patet, 
si valor approximatus alicuius quantitatum />, e , II sit notus, etiam tinas reliquas 
inde determinari posse, ac dein per methodos in Sectione prima explicatu» tempus 
motui a loco primo ad secundum respondens. Quod si tempori proposito I aequale 
evadit, valor suppositus ipsius />, e vel 1 1 est ipse verus, orbituque ipsa iam in- 
venta: sin minus, calculus cum vtdore alio a primo parum diverso repetitus doce- 
bit, quanta variatio iu valore tempori» variationi exiguae in valore ipsius j>, c, II 
respondeat, unde per simplicem interpolationem valor correctus eruetur. Cum quo 
si calculus donuo repetitur, tempus emergens vel ex asse cum proposito quailrabit 
vel saltem peiqtaruni ab eo differet, ita ut certe novis correctionibus adhibitis con- 
sensum tam exactum attingere liceat, quantum tabulae logarithmicae et trigono- 
metricae permittunt. 

Problema itaque eo reductum est, ut pro eo casu, ubi orbita adhuc penitus 
incognita est, valorem saltem approximatum alicuius quantitatum p, e, 1 1 deter- 
ininare doceamus. Methodum iam trademus, per quam valor ipsius p tanta prae- 
cisione eruitur, ut pro parvis quidem valoribus ipsius A nulla amplius correctione 
indigeat, adeoque tota orbita per primum calculum omni iam praecisione deter- 
minetur, quam tabulae vulgares jiermittunt. Vix umquam antem aliter nisi pro 
valoribus mediocribus ipsius A ad hanc methodum recurrere oportebit, quum de- 
terminationem orbitae omnino adhue incognitae, propter problematis complicatio- 
nem nimis intricatam, vix aliter suscipere liceat, nisi per observationes non nimis 
ab invicem distantes, aut potius tales, quibus motus heliocentricus non nimius 
respondet. 
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86 . 

Designando radium vectorem indefinitum seu variabilem anomaliae verae 
v — II respondentem per p, erit area sectoris a corpore coelesti intra tempus t 
descripti = J Jpf .dv, hoc integroli a v = A T usque ad v = X extenso, adeoque, 
accipiendo k in significatione art. 6., ki j/p = Jppdv. Iiun constat, per formulas 
a CoTKsio evolutas , si fs exprimat functionem quamcunque ipsius j-, valorein 
continuo magis approximatum integratis J-i .r d x ab x = « usque ad x — u-\-\ 
extensi exhiberi per formulas 

j + (« + A)) 

jA(<p« + + + 

t A(?« +:»?("+ J A)-(- 3?('<+ I A) + y(«-{- A)) 

etc.: ad institutum nostrum apud duas formulas primas subsistere sufficiet 

Per formulam itaque primam in problemate nostro habemus Jpft dv == 
1 A(rr-f- r r) = !^, r , si statuitur ' = tang(45'-f-iu). Quamobrem valor ap- 
proximatus primus ipsius j / p erit — quem statuemus = 3 a. 

Per fonnulmii secundam habemus exactius Jppdv = 1 A(rr-j-rV-(-4 Ii It), 
designante II radium vectorem anomaliae intermediae J A T -j- J A' — II respon- 
dentem. lam exprimendo p per r, Ii, r\ N, N -\- { A, A r -f- A ad normam for- 
mulae in art. 82. traditae, invenimus 



p — — — — . atque hinc 
( r + V )«»|A- 



COK } A 



y-=«(-:+» 



i «ili i A* 



/(fr'cos '2 na) 



1 >in I A' 



Statuendo itaque 



a sin \ A V(r r* cos ai) * 

fogau 



= 0 t fit 
j » ct* | A / (rVco* * w) 

”*—(■— J) 

unde valor approximatus secundus ipsius j/p elicitur 




1(13 
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ai statuitur 2«| «. Scribendo itaque r pro \/j> y determinabitur 
it per aequationem (r — *)| I — ' ) = t, quae rite evoluta ad quintum gradum 
ascenderet. Statuamus rt = r/ -f- (s , ita ut sit i/ valor approximatus ipsius it, 
atque (i quantitas perexigua, cuius quadrata altioresque potestates uegligere li- 
ceat: Qua substitutione prodit 






•i*— f w — '•)* 

[fy — •< «4) 1 



t , sive 



H- = 



adeoque 



«/+ w — + « t q - - »«t)f 

(>ji( — it>/- 1 1 1) 

lam in problemate nostro habemus valorem approximatuin ipsius it, puta 
quo in formula praecellente pro i/ substituto, prodit valor correctus 



= 3 a, 



2 1 1 1* t -J- 5i'!»aa — i) (h i i -f- 1 4> 
(•>?* — 4*4$i 



Statuendo itaque — 4 = t , = y. formula induit formam hancce 

. , + .|{i ' t, '* (t— ’ 

It = ’ , onme8que operationes ad problematis solutionem necessariae in 

his quinque formulis coutinentur: 



11 . 


tirr' 

:i k / ro.. 2 tu 


111 . 


2 sio {r r '«•«»* 2 


2 7 1 9COM fi 


IV. 


i tus A X* c<* 2 u> ’ 
1 1 — »6j «•«*«•* 


V. 


«fl + Tf+HO 


1 4*4? 



= tangi 45* -f- a>) 
= a 



= « 



= Vp 



Si quid a praecisione harum formularum remittere placet, expressiones ad- 
huc simpliciores evoluere Lieebit. Scilicet faciendo cosiu et cos 2 iu =; I et evol- 
vendo valorem ipsius \J]> in seriem secundum potestates ipsius A progredientem, 
prodit neglectis hiquadratis altinribusquc potestatibus 



\/t> 



«13 — 



4A-|- 



l*li / 
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ubi A in partibus radii exprimendus est. Quare faciendo A 5 ( r - — \fj> , habetur 

vi. aa + a ^;/'i 

Simili motio explicando \ j> in seriem secundum potestates ijwius sin A progre- 
dientem emergit posito r ' — = \fp~ 

VII. //' = (■ «ve 

VIII. p = //-(- J sili A*^/rr 

Formulae VJ1. et VI II. conveniunt cmn iis, quas ili. Erunt tradidit in Theoria mo- 
tus planetarum et cometarum , formula VI. nutem cum ea, quae in usum vocata est 
in Reeherehes et calcula eur Ia crate orhite. eUiptiifae de Ia eoin&te de 17SH. p. 90. 



97 . 

Exempla sequentia usum praereptorum praecedeutium illustrabunt, simul- 
qnc inde gradus praecisionis aestimari ]ioterifc 

I. Sit logrss 0,3307640, logr' = 0,3 222239, A = 7"34 53""3 = 272U3"73, 
( = 21,93301 dies. Hic invenitur io = — 33 1 7 90, unde calculus ulterior ita 
se habet: 



logA 


. . . 4,1300629 


J logrr eos 2 tu . 


. . 0,3264519 


logr r 


. . . 0,6529879 


2logsiui A . . . 


. . 7,0389972 


C.log3A'. . . . 


. . . 5,97 287 22 


l°g Vr 


. . 8,8696062 


C.logt 


. . . 8,6588940 


C. logo a 


. . 0,5582180 


C . log cos 2 tu . • 


. . (1,0000840 


C.log costo. . . . 


. . 0,0000210 


log’ 


. . . 9,7208910 


lo g e 


. . 6,7933543 






8 = 


0,0006213757 


>°g 2 


. . . 0,3010300 






2 Ingens ] A . . 


. . . 9,9980976 


i -j- f -f- 2 1 8 = 


3,0074471 


2 logcus 2 tu . . 


. . . 9,9998320 


lo g 


. . 0,4 781980 


C. log( 1 - -3 8) . 


. . . 0,0008103 


l°g a 


. . 9,7208910 


2C.logcosto . . 


. . . 0,00004 20 


C.logfl -f- 5 8 ) . . 


. . 9,9986528 





. . . 0,29981 19 


log/y' 


. . 0,1977418 


T 


= 1,9943982 


i°gp 


. . 0,3954836 


21 e 


= 0,0130489 
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Hic valor ipsius logy» vix una unitate in figura septima a vero differt: formula VI. 
in hoc exemplo dat logyj = 0,305 4 8 22; formula VII. prodneit 0,3054780; 
denique formula VIII. dat 0,3054754. 

II. Sit logr = 0,4282792, log r = 0,4062033, A = 62* 551 6"«4, 
t = 259,88477 dies. Hinc eruitur u> = — l*J7'20"l4, logo = 9,7482348, 
6 = 0,04535216, T = l, 681127, log|/p = 0,21 09027 , log/J = 0,439605 4, 
qui valor 183 unitatibus in figura septima i usto minor est. Valor enim versus in 
hoc exemplo est 0,4306237; per formulam VI. invenitur 0,4368730; per for- 
mulam VII. prodit 0,4150824; denique, per formulam VIII. eruitur 0,4051 103: 
duo postremi valores hic a vero tantum discrepant, ut ne approximationig quidem 
vice fungi possint.. 



88 . 

Methodi secundae expositio permultis relationibus novis atque elegantibus 
enucleandis occasionem dabit: quae quutn in diversis sectionum conicarum ge- 
neribus formas diversas induant, singula seorsim tractare oportebit: ab ELLIPSI 
initium faciemus. 

Respondeant duobus locis anomaliae verae v, v (e quibus v sit tempore 
anterior), anomaliae excentricae E , E, radiique vectores r, r'; porro git p semi- 
parameter, e = sin f excentricitas, a semiaxia maior, t tempus intra quod motus 
a loco primo ad secundum absolvitur; denique statuamus 

d — «—i/, v-\-n — 2t\ E — E = ifff E+E = lG, acwy—JE — b 

Quibus ita factis e comhinatione formularum V. VI. art 8. facile deducuntur 
aequationes sequentes: 

[1.] Asiny = sin f.tfrr' 

[2.] Asin G = sinE-j/rr' 

yicosy = (cos { reos J c .(l -}-«) -f- sin | wsin 1 o . (1 — e))yVr , sive 
[3.] pensr/ = (C 08 /+CC 08 F)l/ rr\ et perinde 
[4.] poosG = ( cos E-f- « cos/) ^ rr' 

E coinbiuatione aequationum 3. 4. porro oritur 
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[ 5 .] cos/, /rr' = (cos^ — e cos G) a 
[6.] cos F. ^rr' = (cos G — ec o«g)a 
E formula III. art 8. nanciscimur _ • 

[ 7 .] r ' — r = 2 a e sin <7 sin G 

r'-\-r= ia — 2aecosi;cog 0 = ia sin /-f- 2 cos/cos y/rr' 

unde 

fs.i « = r -±s'- i J^£pr/ r r 

1 J 2*in^ 4 

Statuamus 



[••] 

[10.] 



tt+\ £ - , 

m r ‘ * 



2 fO§ f 



+ 2/, eritqne 

„ I« + tinlg*)ro«/yrr' 

— BBf* * nec 

./„ j_ /(^(l+«lllly 1 )co»/’✓rr , ) 

' — sin j 



•ubi signum superius accipere oportet vel inferius, prout si ng positivus est vel 
negativus. — Formula XII. art. 8. nobis suppedita aequationem 

~ — E' — esinE’ — .E-[-e8ini£ — 2 ^ — 2 e sin cos G 

<V 

= ig — sin 2 1; 2 cos famg ^ r J 



Quodsi iam in hac aequatione pro a substituitur ipsius valor ex 1 0 , ac brevi- 
tatis gratia ponitur 

[1 l.l , — *' — r = m 

prodit omnibus rite reductis 

[12.] + m = (Z-f- sin + /)*-}- (I + sin 1 /)* ( — ') 

ubi ipsi m signum superius vel inferius praefigendum eat, prout sini; positivus 
est vel negativus. 

Quoties motus heliocentricus est inter 180 ’ et 360 °, sive generalius quoties 
cos f est negativus, quantitas m per formulam 11. determinata evaderet imagi- 
o. th. m. 1 4 
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naria, atque l negativa, ad quod evitandum pro aequationibus 9. 11. in hoc 
casu hasce adoptabimus: 



M — « 

fu «I S! = J/ 

unde pro 10. et 1 2. hasce obtinebimus 

[ 10 .*] 

[12.*] ±M = — (X, — sin 1 /)*+ (L —sin 

ubi signum ambiguum eodem modo determinandum est ut ante. 



— lj/.— tin jy*) t mf r' 

sin g l 



89. 

Duplex iam negotium nobis incumbit, primum, ut ex aequatione transcen- 
dente 1 2., quoniam solutionem directam non admittit, incognitam g quam com- 
modissime eruamus; secundum, ut ex angulo g invento elementa ipsa deduca- 
mus. Quae antequam adeamus, transformationem quandam attingemus, cuius 
adiuuiento calculus quantitatis auxiliaris l vel L expeditius absolvitur, insuper- 
que plures formulae jiost evolvendae ad formam elegautiorem reducuntur. 

Introducendo scilicet angulum auxiliarem tu per formulam 

|/£ = t*'>g (45*+ «o) 
determinandum, fit 

\J T r + = 2 + (tang(45*+u») — cotang(45°+ u>))’ = 2 + 4tang2u»* 

unde habetur 



l i Uny 3 m* 

COs/ • ttlf 



tang a i* 

cos/ rosf 
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« 0 . 

Considerabimus primo casum eum, ubi e solutione aequationis 1 2. valor non 
uimiB magnus ipsius y emergit, ita ut in seriem secundum potestates 

ipsius sin progredientem evolvere liceat. Numeratur huius expressionis, quam 
per X denotabimus, fit 



= ?siniy — “ sin * — ^sm^^ 1 — etc. 



Denominatur autem 

= 8 sin i <f — 1 2 sin jy s + 3 sin ) y'-\- etc. 
Unde A* obtinet formam 



1 + S sin 1 <f-\- } S sin • y A -\- etc. 



Ut autem legem progressionis conficientium emamus, differentiamus aequationem 
Jfgju^* = 2 y — sin 2 r/, unde prodit 
3 Xcotg sin£*+ = 2 — 2 cos 2 y = 4 singr* 

statuendo porro sin } ^r 1 = x, fit — = } siuiy, unde concluditur 



.I X S — (i X cn* ff i — )X (1 — IX) 

ilx «raj* lx(l— ») 



et proin 



(2x— 2xx)|= = 4 — (3 — 9 x)X 



Quodsi igitur statuimus 

A r = {(1 + ax+ 6xx+ yx*+ 8x*+ etc. 
obtinemus aequationem 

t (ax+ (2 6 — a)xx + (3 7 — 26 )x '+(4 ? — 3 f)x*+ eta) 



= (8 — 4 a) x +• (8 a — 4 6)xx + (86 — 4 q)x*+ (87 — 4 S)x*+ etc. 



quae identica esse debet Hinc colligimus as=(, 6 = 1 a, 7 = 16, l — H y etc * 
ubi lex progressionis obvia est. Habemus itaque 



X = 



t + u!* + 



«■«■» . 4.S.S.MI 1 , I.4.1.H.I1 



x* + etc. 



14 * 
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Hanc seriem transformare licet in fractionem continuam sequentem : 

£ 

X= —A 



»- 



>+ 



1 — - 



i— : 



1 — etc. 



Lex secundum quam ootSfficientes ^ etc. progrediuntur, obvia 
est; scilicet terminus n'" huius seriei fit pro n pari = - w pro n im- 
pari autem = + l iw-T» : u l ter i° r buius argumenti evolutio nimis aliena esset 

ab instituto nostro, [V.Disquiaa. generales circa seriem infinitam etc. Gxuss Werke, 
Bd. III. 8. 125.] Quodsi iam statuimus 



= x — i 



1 + 



1 — etc. 



fit 



*=T a ^ ue 

2 = * — I + » ive 

E «Iny*— } (»v — »i c l g) { l — i MPi/*) 

A(I» — «in Jj) 



Numerator huius expressionis est quantitas 
ordinis tertii, adeoque 5 ordinis quarti, siquidem 



ordinis septimi, denominator 
g tamquam quantitas ordinis 
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primi, sive x tamquam ordinis secundi spectatur. Hinc concluditur, formulam 
hancce ad computum uumericum exactum ipsius £ haud idoneam esse, quoties g 
angulum non valde eonsiderabilem exprimat: tunc autem ad hunc finem commode 
adhibentur formulae sequentes, quae ab invicem per ordinem commutatum nume- 
ratorum in cogfficientibus fractis differunt, et quarum prior e valore supposito ipsius 
x — E haud difficile derivatur *) : 



[13.] E = 



1 4* «V* — 



II* 



i — 



A* 



i — 






1 — 



rVr* 



l — 



Ht* 

1 — etc. 



sive 



_ A** 



E = 



l — H*— — 

t — 



\\x 



A"r* 



_ 

t APr» 



1 — etc. 



In tabula tertia huic operi annexa pro cunctis valoribus ipsius x a 0 usque ad 
0,3, per singulas partes millesimas, valores respondentes ipsius E ad septem figu- 
ras decimales computati reperiuntur. Haec tabula primo aspectu monstrat exigui- 
tatem ipsius E pro valoribus modicis ipsius g\ ita e. g. pro E' — £=10*, sive 
g = 5', ubi x = 0,00 1 95, fit E = 0, 000000 J. Superfluum fuisset, tabulam ad- 
huc ulterius continuare, quum termino ultimo x — 0,3 respondeat g — 66*25 
sive E ' — E — 1 3 2" 5 0‘. Ceterum tabulae columna tertia , quae valores ipsius E 
valoribus negativis ipsius x respondentes continet, infra loco suo explicabitur. 



*) Deductio posterioris quasdam transformationes minus obvias aliaque occasione explicandas supponit. 
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91. 



Aequatio 12., in qua, eo de quo agimus casu, manifesto signum superius 
adoptare oportet, per introductionem quantitatis ; obtinet formam 



— n . x )\ | «+*>* 

— v-t-*) -i- ( _ A (x-e 



Statuendo itaque tf(l-\-x)= atque 



fu.l 

l ** J 1 + 4+5 
[15.] 



= h , omnibus rite reduetis prodit 



h — 

y+l 

Quodsi itaque /< tamquam quantitatem cognitam spectare licet, y 'inde per aequa- 
tionem cubicam determinabitur, ac dei» erit 



[ 16 .] 



MM i 

yy ~ 



lam etiamsi /< implicet quantitatem adbuc incognitam in approximatione prima 
eam negligere atque pro h accipere licebit j, quoniam certe in eo de quo 
agimus casu ; semper est quantitas valde parva. Ilinc per aequationes 15.16. 
elicientur y et x; ex x per tabnlam III. habebitur t, cuius adiumento per 
formulam 1 4. eruetur valor correctus ipsius h , cum quo calculus idem repetitus 
valores correctos ipsarum i/, x dabit: plerumque hi tam parum a praecedentibus 
different, ut ; iterum e tabula III. desumta haud diversa sit a valore primo: alio- 
quiu calculum dentio repetere oporteret, donec nullam amplius mutationem patiatur. 
Simulae quantitas x inventa erit, habebitur g per formulam sin = x. 

Haec praecepta referuntur ad cusum primum , ubi cos f positivus est; in 
casu altero ubi negativus eat statuimus p ; ( L — x) — atque 

[ 1 4 *.J ~ unde aequatio 1 2 * rite reducta transit in bauc 

[15*-] H = - -y— -- 

Fer hanc itaque aequationem cubicam determinare licet Y ex H , unde rursus 
x derivabitur per aequationem 

[16*.] 



x = L ■ 



MM 

YY 



• •• •• M M . 

In approximatione prima pro II accipietur valor ^ ; cura valore ipsius x 
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inde per «aquatione» 15*. 16*. derivato desumatur i ex tabula 111.; hinc per 
formulam 1 4 *. habebitur valor correctus ipsius H , cum quo calculus eodem 
modo repetetur. Tandem ex z ungulus y eodem modo determinabitur ut iu 
casu primo. 



92. 

Quamquam aequationes 15. 15*. in quibusdam casibus tres radices reales 
habere possint, tamen ambiguum numquam erit, quanmam iu problemate nostro 
adoptare oporteat. Quum enim h manifesto sit quantitas positiva, ex aequationum 
theoria facile concluditur, aequationem 15. habere radicem unicam positivam vel 
eum duabus imaginariis vel cum duabus negativis: iam quum y = r neces- 
sario esae debeat quantitas positira, nullam hic incertitudinem remanere patet. 
Quod voro attinet ad aequationem 15*., primo observamus, L necessario esse 
maiorem quam 1: quod facile probatur, si aequatio in nrt. 89. tradita sub formam 



L 



• + 



»•}/■* , Ungi . 1 
— ns/' _r — co tf 



ponitur. Porro substituendo in aequatione 12*. pro M, Y^(L — z), prodit 
F-j-1 =s ( L — x)X, adeoque 



Y + •X 1 — H- r;* + rri ;rj: + etc - > J i 

et proin 7)>1. Statuendo itaque Y =x l necessario Y' erit quantitas 
positiva, aequatio 15*. autem hinc transit in hanc 



r*+ 2 rr-Ki —B) r+ ,* r -j//=o, 



quam plures radices positivas habere non posse ex aequationum theoria facile pro- 
batur. Hinc colligatur, aequationem 15*. unicam radioem habitaram esse maiorem 
quam f*), quam neglectis reliquis in problemate nostro adoptare oportebit. 



93. 

Ut solutionem aequationis 15. pro casibus iu praxi frequentissimis quantum 
fieri potest commodissimam reddamus, ad calcem huius operis tabulam peculiarem 
adtungimus (tabulam II.), quae pro valoribus ipsius h a 0 usque ad 0,6 logu- 



') problema revera solubile me supponimus. 
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rithmos respondentes ipsius yy ad septem figuras decimales summa cura com- 
putatos exhibet. Argumentum h a 0 usque ad 0,U4 per singulas partes decies 
millesimas progreditur, quo pacto differentiae secundae ipsius logyy evanescen- 
tes sunt redditae, ita ut in hac quidem tabulae parte interpolatio simplex sufficiat. 
Quoniam veni tabula, si ubivis eadem extensione gauderet, valde voluminosa eva- 
sisset, ab h = 0,04 usque ad finem per singulas tantum millesimas partes pro- 
gredi debuit; quamobrem in hac parte posteriori ad differentias secundas respicere 
oportebit, siquidem errores aliquot unitatum in figura septima evitare cupimus. 
Ceterum valores minores ipsius /i in praxi longe BUut frequentias imi. 

Solutio aequationis 1 5. quoties h limitem tabulae, egreditur, nec non solutio 
aequationis 15*. sine difficultate per methodum indirectam vel per alias methodos 
satis «ignitas perfici poterit. Ceterum haud nhs re erit monere, valnretn parvum 
ipsius g cum valore negativo ipsius cos f consistere non posse nisi in orbitis valde, 
excen tricis, ut ex aequatione 20. infra in art. 95. tradenda sponte elucebit *). 



94. 

Tractatio aequationum 12. 12*. in art 91. 92. 93. explicata, innixa est 
suppositioni, angulum g non esse nimis magnum, certe infra limitem 66*25', 
ultra quem tabulam TII. non extendimus. Quoties haec suppositio locum non 
habet, aequationes illue tantis artificiis non indigent: poterunt enim forma non 
mutata tutissime semper ac commodissime tentando solvi. Tuto scilicet, quoniam 
valor expressionis , in qua ‘ly in partibus radii exprimendum esse 

sponte patet, pro valoribus maioribus ipsius g omni /traecisione computari potest 
per tabulas trigonometricas, quod utique fieri nequit, quomdiu g est. angulus 
parvus: commode, quoniam loci heliocentrici tanto intervallo ab invicem distantes 
vix umquam ad determinationem orbitae penitus adhuc incognitae adhibebuntur, 
ex orbitae autem cognitione qualicunque valor approximatns ipsius g nullo prope- 
modum negotio per aequationem 1. vel 3. art. 88. demanat: denique e valore 
approximato ipsius g valor correctus, aequationi 1 2. vel 1 2 *. omni quae desi- 
deratur praecisione satisfaciens, semper paucis tentaminibus eruetur. Ceterum 
quoties duo loci heliocentrici propositi plus una revolutione integra complectuntur, 
memorem esse oportet, quod ab anomalia excentrica totidem revolutiones comple- 



*) Ostendit ista aequatio, ai cos f sit nepatirus. ? errte maiorem esse debere quam 99* — y. 
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tae absolutae erunt, ita ut anguli E — E, v — v vel ambo iaceant inter 0 et 360", 
vel ambo inter multipla'similia totius pcriphcriae, adeoqne / et y vel simul inter 
0 et 180", vel inter multipla similia semiperipheriae. Quodsi tandem orbita 
omnino incognita esset, neque adeo constaret, utrum corpus coeleste, transeundo 
a radio vectore primo ad secundum, descripserit partem tantum revolutionis, an 
insuper revolutionem integram unam seu plures, problema nostrum nonnumquam 
plures solutiones diversas admitteret: attamen huic casui in praxi vix umquam 
occursuro hic non immoramur. 



95. 



Transimus ad negotium secundum, puta determinationem elemeutornm ex 
invento angulo g. Semiaxia maior hic statim habetur per formulas 10. 10*., 
pro quibus etiam sequentes adhiberi possunt: 

r|^ -i Iw m//fr* kktt 

*• yjfsinj’ 'tyjirr > cmf l tiag‘ 

r,,*i _ — 1M Jkfcun/yVr' HH 

1 YYtinf* tYrrrWmftmg* 

Semiaxis minor b — \Jcip habetur per aequationem 1., qua eum praecedentibus 
combinata prodit 



[•*.] p=F^ / r 

i i' rr , in ,j f i* 

\ it I 

Iam sector ellipticus inter duos radios vectores atque arcum ellipticum contentus 
iit —i kl^Pi triangulum autem inter eosdem radios vectores atque chordam 
= { rr sin lf\ quamobrem ratio sectoris ad triangulum est ut y. 1 vel Y: 1. 
Haec observatio maximi est momenti, simulque aequationes 12. 12*. pulcherrime 
illustrat: patet enim hinc, in aequatione 12. partes m, (l- {- at)*, X(l -)- x)l , in 
aequatione 12*. autem partes M, ( L — x)*, X{L — x)* respective proportio- 
nales esse arcae sectoris (inter radios vectores atque arcum ellipticum), areae tri- 
anguli (inter radios vectores atque chordam), areae segmenti (inter arcum atque 
chordam), quoniam manifesto area prima aequalis est vel summae vel differentiae 
duarum reliquarum, prout v ' — » vel inter 0 et 180* iacet vel inter 180° et 
360°. In casu eo, ubi y' — 1 > maior est quam 360", areae sectoris nec non 
areae segmenti aream integrae ellipsis toties adiectam concipere oportet, quot re- 
volutiones integras ille motus continet. 



[18*.] p = 



O. TH. M. 



15 
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sii = a 008 ^p, e combiitstione aequationum 1. 10. 10*. porro 



Quum 6 
sequitor 

(■••i «•» = iSSft 
i>»-o ~»=5SSK 

unde substituendo pro I , £ valores suos ex art. $9. prodit 



.... «lninnci/ 

[ .] cosip i — cmf oasj-M tangi ■* 

Haec formula ad calculum exactum excentri citatis non est idonea, quoties haecce 
modica est: sed facile ex ista deducitur formula aptior sequens 



[21.1 tangi a* = 

cui etiam forma sequens tribui potest ( multiplicando numeratorem et denomiua- 
toram per cos 2 <u’) 



«mgPf — dn| (/+«)*+ C-™ i (/■+ jF«ln i «* 



Per utramque formulam (adhibitis si placet angulis auxiliaribus quorum tangentes 



tangit» 



H W=i>' P ro P riori ’ vel u&mi) P ro posteriori) angu- 

lum <p omni semper praecisione determinare licebit. 

Pro determinatione anguli O adhiberi jiotest formula sequens, quae sponte 
demanat e combinatione aequationum &, 7 et sequentis non numeratae: 



sia 2» 



[23.] tmigO — (f / +f) c 0iS _itr!L/y rr’ 
e qua, introducendo m, facile derivatur 

... 1 , rj _ siu g sin 2 «i 

l 'J 1 C(is2»'»ini(/ — j)sinJi/+ii) + sm2» , coB.<( 

Ambiguitas hic remanens facile deciditur adiutneuto aequationis 7., quae docet, 
Q inter 0 et 1 80“ vel inter 180* et 360” accipi debere, prout numerator in hi» 
duabus formulis positivus fuerit vel negativus. 

Combinando aequationem 3. cum his, quae protinus demanant ex aequa- 
tione II. art. 8. 

- — = — sin f sin F 

r r p J 

1,1 2,2« , ». 

7 + ?= s ? + > cos /^ eoaF 
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nullo negotio derivabitur sequens 
[15.] tang/ = 

e qua, introducto angulo <o, prodit 

[ 26 .] tangF = c(n , a , \(f— f ) (in J(/+j) — *ini «' «i Vf 

AnibiguitaB hic perinde tollitur ut ante. — Postquam anguli F et G inventi 
erunt, habebitur r = F — /, v' =. F -j- f, unde positio perihelii nota erit; nec 
non E—G — g, E — G -\-g. Denique motus medius intra tempus t erit = 
= 2 g — 2ecoa(r sin <7, quarum expressionum consensus calculo confirmando 
inserviet; epocha autem anomaliae mediae,, respondens temporis momento inter 
duo proposita medio, erit G — e sin G cos g, quae pro lubitu ad quodvis aliud 
tempus transferri poterit. Aliquanto adhuc commodius est, anomalias inedias pro 
duobus temporum momentis datis per formulas E — «sin E, E' — «sin F? com- 
putare, hammque differentia cum -j comparanda ad calculi confirmationem uti. 

96. 

Aequationes iu art. praec. traditae tanta quidem concinnitate gaudent, ut 
nihil amplius desiderari posse videatur. Nihilominus eruere licet formulas quas- 
dam alias, per quas elementa orbitae inulto adhuc elegantius ct commodius deter- 
minantur: verum evolutio harum formularum paullulo magus recondita est. 

Resumimus ex art. 8. aequationes sequentes, quas commoditatis gratia nu- 
meris novis distinguimus : 

I. sin J- r |/ - = sin $ E\/( I -f- «) 

II. eos$r]/~ = co«l Etf(l — e) 

III. sin 1 v ^ = aiu 4 £Y( 1 -f- e) 

IV. cos!»' = cosf^Y(' — *) 

Multiplicamus I. per sin 1 (/’-)- g), II. per cos ) (/'+<?), unde productis additis 
nanciscimur 

co* i (f+g) \f r - = sim£'sini(I''-t-^)^/(l-f-«j -f cosf£cog J (F-\-g )\/(\ — e ) 

15* 
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sive propter ^1 -j-e) = cos } cp sin 4 cp, (/(l — e) = cos 4 cp — sin 4<p, 

cos4 if+ 9 ) Vl — «os i cp coa(iF — 1 G g) — sin { cp eos { (l'-\-G) 

Prorsus simili modo multiplicando 111 . per sinf (F — g), IV, per cos 4 (F — g), 
prodit productis additis 

cos !(/+£) Va — 008 i ?cos(f F — i G — g ) — sin 4 cp cos 4 (F- f- G ) 

Subtrahendo ab hac aequatione praecedentem, oritur 

cos 4 (/+ g) { l/^ — l/ 0 ' ) = 2 cos 4 cp sin g sin 4 ( F—G ) 

sive introducendo angulum auxiliarem u> 

[ 27 .] cos 4 (f-\-g) tangi» = sin 4 F— (?) cos 4 cp sin 

Per transformationes prorsus similes, quarum evolutionem lectori perito relin- 
quimus, invenitur 

[26.] = cos J (F— (7) cos 4 cpain^ 

[ 29 .] cos 1 (f — g) tang 2 <0 = sin 4 {F-\- G ) sin { cp sin g 
[ 30 .] = cos} (F-f G) sin { cp sin g 



Quum partes primae in his quatuor aequationibus sint quantitates cognitae, ex 
27 . et 28 . determinabuntur 4 (F — G) et cos4 cf sin 17 = P, nec non ex 29 . 
et 30 . perinde 4 (F-\- G) et sin 4 ?sin// y^p = Q\ ambiguitas in determinatione 
angulorum \(F — G), { (P-f- G) ita decidenda est, ut P et Q cum siu g idem 
Riguum obtineant. Dein ex P et V derivabuntur } cp et sin g — R. Ex 

R deduci potest a — ' R *[ j r , r , nec non j> = slU, K v B r , nisi illa quantitate, quae 
fieri debet = + p' (2 (/ -p sin { ;/) cos f) = + y/( — 2 {L — sin J ef) cos f), unice ad 
calculi confirmationem uti malimus, in quo casu a et p commodissime deter- 
minantur per formulas 



b 



anf/rt' 
sinj * 



0 1 

, V = 6 COS 

co«^' 1 






Possunt etiam, pro lubito, plures aequationum art. 88. et 95 . ad calculi confir- 
mationem in usum vocari, quibus sequentes adhuc adiicimus: 
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egtii 0 «ini/ 
e sin F sin/ 

tangtp sin G sin / = tangtp sin F situ/ 

Denique motus medius atque epocha anomaliae mediae perinde invenientnr ut in 
art. praec. 

97. 

Ad illustrationem methodi inde ab art. 88. expositae duo exempla art. 87. 
resumemus: anguli auxiliaris u> significationem hactenus observatam, non esse 
confundendam cum ea, in qua in artt. 66. 87. acceptum erat idem signum, vix 
opus erit monuisse. 

I. In exemplo primo habemus / — 3“47’26"865, porroque log T - = 
9,9914599, log tang(45’-f-o>) = 9,997864975, w = — 8'27"006. Hinc per 
art 89. 

logam!-/* 7,0389972 logtang2to* 5,3832428 

log cos/ 9,9990488 logcos/ 9,9990488 

7,0399484 5,3841940 

= logO, 0010963480 = logO, 000024221 1 

adeoque 1= 0,00 1 1 20569 1, i -f- 1 = 0,834 4539. Porro fit logfcf = 9,5766974 



2logfr< 


. . 9,1533948 


C.| logrr' . . . . 


. . 9,0205181 


(J. log 8 cos/*. . . 


. . 9,0997636 


logmm 


. . 7,2736765 


+ 0 • • • • 


. . 9,9214023 



7,3522742 



Est itaque valor approximatus ipsius k = 0,00225047, cui in tabula nostra II. 
respondet logyy = 0,0021 633. Habetur itaque log^= 7,2715132, sive '~ 
= 0,001868587, unde per formulam 16. fit » = 0,0007480179: quamobrem 
quum 5 per tabulam III. omnino insensibilis sit, valores inventi pro h, y, x 
correctione non indigent. Iam determinatio elementorum ita se habet: 



J tanp 1 a i /r r’ 

f oa 2 n» V a a 
2 tanga m . /pp __ 
co*2o» V ri* 

lU«g 2« 

coi 2 a» 
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' logz 6,8739120 

logsinfi? 8,4369560 



ig = 1°34 2*0286, i(f+g) = 3'27'45'461 1, \(f— g) — 19 4l"4039. 



Quare ad normam formularum 27. 28. 29. 30. habetur 







. 7,6916214 u 




. 0,0000052 


log eoa 1 (/+</) 
logcos \{f—g) 


• 


. 9,9992065 
. 9,9999929 


logain i(f+g) 

logain 1 (/ — g) 


. 8,7810188 
. 7,7579709 


logPsinf (F - — 


V) 


. 7,6908279n 


logQsin J(P+ G) . . . 


. 7,69161 4 3 n 


logPoos i ( F — 


G ) 


. 8,7810240 


logVoosf (P-f- G) . . . 


. 7,7579761 


HF-O) 


3S 


— 4*38'4r64 


logP = lngPeo*|tp 


. 8,7824527 


i(F+G) 


3= 


319 21 38,05 


logV 33 ; logPsin 


. 7,8778365 


F 


= 


314 42 56,51 


Hinc f <p = 


T’ 6 0 935 


V 




310 55 29,64 


3X= 


14 12 1,870 


V 




318 30 23,37 


logP 


. 8,7857960 


G 




324 0 19,59 


Ad calculum confirmandum 


E 


— 


320 52 15,53 


flog2COS > /‘ ....... 


. 0,1500394 


E' 


= 


327 8 23,65 


flog(* + ») = log- • • 


. 8,6357566 










8,7857960 


ilogr/ 




. . 0,3264939 


logain <f 


. 9,3897262 


logsin/ . . . 




. . 8,8202909 


Iog206265 


. 5,3144251 


C. logain? . . 




. . 1,2621765 


log e in «eeuudia 


. 4,7041513 


log* 




. . 0,4089613 


log sin E 


. 9,8000767 n 


logcos 9 . . . 




. . 9,9865224 


logain E 


. 9,7344714 11 


log7> 




. . 0,3954837 


log e sin E 


. 4,5042280 n 


log a 




. . 0,4224389 


log e sin E’ 


. 4,4386227 n 


log k 




. . 3,5500066 


esin£= — 31932 14 = 


— 6‘5212"14 


floga .... 




. , 0,6336584 


ennE — — 27455,08 = 


— 7 37 35,08 






2,9163482 


Hinc anomalia media 




log* 




. . 1,3411160 


pro loco primo = 


320 44 27,67 






4,2574642 


pro secundo =334 4558,73 



Eat itaque motus medius diurnus Differentia = 5 1 31,06 

= 824"7989. Motua medius intra 
tempus < = l 809 1"«7 =3”l'ai "«7 
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II. In exemplo altero fit /s= 31*27'38*32, u» asi — 2t’50"565, / 

0,08635659, logmm = 9,3530651, sive valor ajrproximatus ipsi™ h = 

6,2461454; huic in tabula II. respondet logyi/ = 0,1 722663, unde deducitur 

0,15103477, x = 0,065278 18, hinc e tabula III. sumitur 5 = 0,0002531. 
Quo valore adhibito prodeunt valores correcti h = 0,2450779, log//y s= 0,1722303, 
1 ~ — 0,16164737, x = 0,06529078, 5 = 0,0002532. Quodsi cum hoc valore 
ipsius 5, unica tarrtntn unitate in figura septima a priori diverBo, calculus denuo 
repeteretur: A, logyy, x mutationem sensibilem non acciperent, quainobrem va- 
lor inventus Ipsius x iam est verus, statimque inde ad determinationem elemen- 
torum progredi licet. Cui hic non immoramur, quum nihil ab exemplo praeee- 
dente differat. 

III. Haud alm re erit, etiam casum alterum ubi cos f negativus est exem- 

plo illustrare. Sit v' — i’ — 224 " 0 0*, sive / = 1t2"0 0”', logr =s 0,1 394892, 
logr = 0,3978794 , I — 206,80919 dies. Hic invenitur <o = 4° 14'43*78, 

L = 1,8942298, log M M — 0,6724333, valor primus approxiinatus ipsius 
log 27 = 0,6467603, unde per solutionem aequationis 15*. obtinetur Y = 
1,591432, ac dein x= 0,037037, cui respondet, in tabula III., 5 = 0,0000801. 
Hinc oriuntur valor es correcti log H — 0,6467931, Y = 1,5915107, x = 
0,0372195, 5 = 0,0000809. Calculo cum hoc valore ipsius 5 denuo repetito 
prodit x = 0,0372213, qui valor, quum 5 inde haud mutato prodeat, nulla 
amplius correctione indiget. Invenitur dein \ g — 1 t' 7' 25*40, atque hinc per- 
inde ut in exemplo I. 



HF-G) 


= 


3 


’33 53*59 


log P = log H COS f 'f . 


. 9,9700507 


I {F+ G) 


= 


8 


26 


6,38 


logV = log R sin { if . 


. 9,8680552 


F 


= 


11 


59 


59,97 




37" 4 1' 34*27 


V 


= 


— 100 


0 


0,03 


? = 


75 23 8,54 


V 


= 


+ 123 


59 


59,97 





. 0,0717096 


G 


= 


4 


52 


12,79 


Ad calculi continnmtiouem eruitur 


E 


— 


— 17 


22 


38,01 


log ^ y/ — 2 cob/ • . » 


. 0,071709 7 


E 


= 


+ 27 


7 


3,59 







In orbitis tom excentricis angulus «f paullulo exactius computatur per formulam 
19*., quae in exemplo nostro dat <p = 75°23’8*57; exccntricitos quoque e maiori 
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praecisione determinatur per formulam 1 — 2 sin (4 5' — | <p)’ quam j>er sin y ; 
secundum illam tit e = 0,96764630. 

Per formulam 1. porro invenitur logi = 0,657661 1 , unde log/i = 
0,0595967, log a — 1,2557255, atque logarithmus distantiae in perihelio = 
log = loga(l — *) — logitang(45" — { ip) = 9,7656496. 

In orbitis tantopere ad parabolae similitudinem vergentibus loco epochae 
anomaliae mediae assignari solet tempus transitus per perihelium ; intervalla inter 
hoc tempus atque tempora duobus locis propositis respondentia determinari po- 
terunt ex elementis cognitis per methodum in ait. 4 1 . traditam, quorum differentia 
vel summa (prout perihelium vel extra duo loca proposita iacet vel intra) quum 
consentire debeat cum tempore /, calculo confirmando inserviet — Ceterum 
numeri huius tertii exempli superstructi erant elementis in exemplo art 38. et 
43. suppositis, quin adeo istud ijisum exemplum lucum nostrum primum suppe- 
ditaverat: differentiae leviusculae elementorum hic erutorum unice a limitata prae- 
cisione tabularum logarithmicarum et trigonometricarum orgiuem traxerunt 



98 . 

Solutio problematis nostri pro ellipsi in praecc. evoluta etiam ad parabolam 
et hyperbolam transferri posset, considerando parabolam tamquam ellipsin, in qua 
a et b essent quantitates infinitae, f = 90", tandem E , E\ <j, 0 — 0; et 
perinde hyporbolam tamquam ellipsin in qua a esset negativa, atque b. E, E' 
g t G, imaginariae : malumus tamen his suppositionibus abstinere, problemaque 
pro utroque sectionum conicarum genere seorsim tractare. Analogia insignis inter 
omnia tria genera sic sponte se manifestabit. 

Retinendo in PARABOLA characteres p, p, v, f\f, r, r, t in eadem signi- 
ficatione in qua supra accepti sunt, habemus e theoria motus parabolici: 

[*•] 1 /&= co »i(*’— /) 

[2.] t/£=cos i(F+f) 

p/ — ton g i (F+f) — tang i(F~f) -(- 1 tang J (F+/)*— 1 tang J (/’—/)* 

= { tang 1 (F+f) ~ tang i (F—f ) } . { 1 -f tang 1 (F+f) tang i(F—f) 

+ i ( ton g I (F+f) — tang 1 (F—f)Y } 

= | unde 
P l P 1 *PP 1 7 
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[3.J 



^ Irin/cns f.rr' , 4 mr /*( rry 

VP ‘ 



VP >p' 

Porro deducitur ex multiplicatione aequationum 1. 2. 



[■*•] fip = cosF-f cos/ 
ncc non ex additione quadratorum 
[5.] 1+cosFcos/ 

Hinc eliminato cos F 



[ 6 .] 



7 rr' siu {* 

p — T+P-lwi/yrT 7 



Quodsi itaque aequationes 9. 9*. art. 88. hic quoque adoptamus, priorem pro 
cos f positivo, posteriorem pro negativo, habebimus 



M 

[’*•] 



«n/y rr’ 

P J lumf 

BilifVrr' 

P —xLcotf 



quibus valoribus in aequatione 3, substitutis, prodibit, retinendo characteres m, 
M in significatione per aequationes 11. 11*. art. 88. stabilita, 

[ 8 .] m = 

[8*.] J/=— 

Hae aequationes conveniunt cum 12. 12*. art. 88., si illic statuatur y = 0. 
Hinc colligitur, si duo loci helioccntrici, quibus per parabolam satisfit, ita tra- 
ctentur, ac si orbita esset elliptica, ex applicatione praeceptorum art. 91. statim 
resultare debere x — 0; vice versa facile perspicitur, si per praecepta ista pro-’ 
deat x = 0, orbitam pro ellipsi parabolam evadere, quum per aequationes 1. 
16. 17. 19. 20. fit b = co, « = oo, tp = 90’. Determinatio elementorum fa- 
cillime dein absolvitur. Pro p enim adhiberi poterit vel aequatio 7. art. prae- 
sentis, vel aequ. 18. art 95.*): pro F autem fit ex aequationibus 1. 2. huius 
art tangi F — cotang {/ = sin 2 uj eotang (/, si angulus auxiliaris in 

eadem significatione accipitur, ut in art 89. 



*) Unde siuiu) patet, y et Y in parabola easdem rationes eapiiraere ut ia ellipsi, ▼. art. ts. 
Q. TH. M. 1 6 
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Hacce occasione adhuc observamus, si in aequ. 8. pro p substituatur va- 
lor eius ex 6., prodire aequationem satis notam 

kt = i( r + f -Hcosy. — 2cos/.|/rr')*l/2 
99. 

In HYPERBOLA quoque characteres p, «>, t, f, F, r , r', t in signi- 
ficatione eadem retinemus, pro semiaxi maiori a autem, qui hic negativus est, 
scribemus — a; exceiitricitatem e perinde ut supra art. 2 1 . etc. statuemus 
Quantitatem auxiliarem illic per u expressam, statuemus pro loco primo = — * 
pro secundo = Cc, unde facile concluditur, e seinper esse maiorem quain 1 ., 
sed ceteris paribns eo minus differre ab 1 quo minus duo loci propositi ab in- 
vicem distent. Ex aequationibus in art. 21. evolutis huc transferimus forma 
paullnlum mutata sextam et septimam 

[t.] cos** = f(i/f + ^)y/<‘^ 

[ 2 .] *>*• 

[3.] coslt = l(/Cc 
[4.] sin|t 

Hinc statim demanant sequentes: 

[5.] sinF =*«(<?-,}) 

[6.] sin/ = +o(e— 

[7.] cosf=(e(c + i)-(C+i)) i ^ r 
[8.] cos/=(e(C-f- j) — + 

Porro fit per aequ. X. art. 21. 

r -*•(?+*)-• 

~ — i«(Ce+^) — 1 
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atque hinc 

M i) 

Haec aequatio 10. cum 8. combinata praebet 



) amf.^rr' 




8tatuendo itaque perinde ut in ellipsi — yootf ~~ = 1-f-li, vel =1 — 2L, 

prout cos f est positivus vel negativus, fit 



[12-] 



[ 12 *.] 



*(<-+(✓*- [/“)’) co^Yrr' 



— s|i+i (✓«— 1 /if) tm w rr ’ 



Computus quantitatis l vel L hic perinde ut in ellipsi adiumento anguli au- 
xiliaris tu iustituetur. Denique fit ex aequatione XI. art. 22. (accipiendo loga- 
rithmos hyperbolicos) 



^ = \e[Ce— £ — f+£) — logCc + logf 

= * e ( c + g)(«— i)— 21o s° 



sive eliminata C adiumento aequationis 6 

|e— 



il 

.4 



ii)~ 2,0 » c 



In hac aequatione pro a substituimus valorem eius ex 12. 12*.; dcin chara- 
cterem f» vel M’ in eadem significatione, quam formulae 111 1 1 K art. 88. 
assignant, introducimus; tandemque brevitatis gratia scribimus 

16 * 
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*W— = 



ec — 4 log c 

“ = z 



»(-ir 



quo facto orinutur aequationes 

[13.] m=(f— Z )* + (I — 

[13*.] 3/ = -(L + 2)* + (2, + 2)»if 

quae unicaii) incognitam 2 implicant, quum manifesto sit Z functio ipsius z 
per formulam sequentem expressa 



Z = 



+ — Io » <✓(!+») + ✓»> 

sf.+JX) 1 



100 . 

In solvenda aequatione 1 3. vel 13*. eum casum primo seorsitu considera- 
bimus, ubi 2 obtinet valorem haud magnum, ita ut Z per serioin secundum po- 
testates ipsius z progredientem celeriterque convergentem exprimi possit Iam tit 

(l+ 22)|/(2 + 22) =2 i +j2 , + i2*... f log([/(l+2) + |/2) =2 4 — J 2 *+ A 2 *... 

adeoque numeratur ipsius Z=^ 1 2 ^ + } 2 1 ...; denominator autem fit = 22^+32^..., 
unde Z = 5 — 5 z ... Ut legem progressionis detegamus, differentiamus aequa- 
tionem 



2 (2 -\-ZZ^Z = ( 1 + 2 Z) [/(2 + 22 ) —log (l/( 1 + Z )+^ 2 ) 
unde prodit omnibus rite reductis 

2(s+22) l jf+3^(l + j 2 )j/(s+* 2 )= 44 /( 2 + 22 ) 

live 



(i*+222)if = 4-(3 + 62 )Z 
unde simili ratione ut in art. 90. deducitur 



" 1 J.».7.f * + S.ft.T. t.ll * etC- 



Patet itaque, Z prorsus eodem modo a — z pendere, ut supra in ellipsi X ab x: 
quamobrem si statuimus 
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y | 

— 1+A(a + :i 

determinabitur etiam C perinde per — z ut supra ; per x, ita ut habeatur 



[ 14 .] 



sive 






1 — i'r z -J- 



l'»2* 



At 

,r 

1 + ^- 

1 + otc. 



C = 



>V« 



l+l*z + 



•S 2 
‘ + 



f S * 



» + 



l-(-etc. 



Hoc modo computati sunt valores ipsius C pro z = 0 usque ad z = 0,3 per 
singulas partes millesimas, quos columna tertia tabula HI. exhibet. 



Introducendo quantitatem 
nec non 



101 . 

C statuendoque tf(l — 2 ) = " vel ^{L-\-z) = I £i 



[ 15 .] 

[15*.] 



1 + l + C — 



vel 



Jf M 

'i— l-C 



= // 



aequationes 13.1 3*. hancce formam induunt 

[!«•.] ligi’’- = 11 

adeoque omnino identicae fiunt cum iis ad quas in ellipsi perventum est (15. 15*. 
art 91.). Hinc igitur, quatenus It vel II pro cognita haberi potest, y vel I r 
deduci poterit, ac dein erit 
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[ 17 .] 

[17*.] 



LIBER I. SECTIO Ili. 






mm 

yy 



MM T 

y¥ ^ 



Ex his colligitur, omnes operationes supra pro ellipsi praescriptas perinde ei>am 
pro hyperbola valere, donec e valore approximato ipsius h vel H eruta fuerit 
quantitas y vel F; dein vero quantitas — I vel L — yft quae in ellipsi 
positiva evadere debebat, in parabolaque = 0, fieri debet negativa in hyperbola: 
hoc itaque criterio genus sectionis conicae definietur. Ex inventa z tabula nostra 
dabit C, hinc orietur valor correctus ipsius h vel H , cum quo calculus repe- 
tendus est, donec omnia ex asse conspirent. 

Postquam valor verus ipsius z inventus est, c indo per formulam e = 
l-j-2z-(-2/(z-f-zz) derivari posset, sed praestat, etiam ad usus seqbentes, an- 
gulum auxiliarem n introducere, peraequationem tang2n = 2\/(z-j-zz) deter- 
minandum; hinc fiet c = tang2 n -|- |/(1 -j- tang 2 n’) = tang(45’-j- n) 



102 . 

Quum in hyperbola perinde ut in ellipsi y necessario esse debeat positiva,, 
solutio aequationis 16. hic quoque ambiguitati obnoxia esse nequit*): sed re- 
spectu aequationis 1 6 *. hic paullo aliter ratiocinandum est quam in ellipsi. Ex 
aequationum theoria facile demonstratur, pro valore positivo ipsius H* *) , hanc 
aequationem (siquidem ullam radicem realetn positivam habeat) cum una radice 
negativa duas positivas habere, quae vel ambae aequales erunt puta — J ^/5 — { 
= 0,20601, vel altera hoc limite maior altera minor, lam in problemate nostro 
(suppositioni superstructo, z esse quantitatem haud magnam, saltem non ma- 
iorem quam 0,3 , ne tabulae tertiae usu destituamur) necessario semper radicem 
maiorem accipiendam esse sequenti modo demonstramus. Si in aequatione 13*. 
pro M substituitur jy(Zi-f-z), prodit F-f-1 =(I + *)Z>(l-)-:)Z, sive 
F> I — * z + z z — - *'*!* z*4- etc., unde facile concluditur, pro valoribus 



•) Vu opus erit monere^ Ubulam nostram II. in^ hyjttnbqla perinde ut in eUipw >d »olurionem 
huius aequationis adhiberi posse, quarodju h ipsius limites non egrediatur. 

••) Quantitas H manifesto fieri nequit .negativa, nisi fuerit ; tali autem valori ipaios C re- 
sponderet valor ipsius t maior quam adeoque limites huius methodi longe, egr«4i en ^ 
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taih parvis ipsius z, qnalcs hic supponimus, seniper fieri debere Y^> (1,20 60 1. 
Revera calculo facto invenimus, ut (1 -\-z)Z huic limiti aequalis fiat, esse debere 
z = 0,79858: multum vero abest, quin methodum nostram ad tantos valores 
ipsius z extendere velimus. 



103. 

Quoties z valorem maiorem obtinet, tabulae III. limites egredientem, 
aequationes 13. 13*. tuto semper ac commode in forma sua non mutata ten- 
tando solventur, et quidem ob rationes iis simii es quas in art 94. pro ellipsi ex- 
posuimus. In tali casu elementa orbitae obiter saltem cognita esse supponere 
Kcet: twnve.ro valorapproxiniatus ipsius n statim habetur per formulam tang2n = 
quae sponte demanat ex aequatione 6. art. 99. Ex n autem habe- 
bitur z per formulam z = ’ et ex va ^ orc approximato ipsius 

z paucis tentaminibus derivabitur ille, qui aequationi 13. vel 13*. ex asse satis- 
facit. Possunt quoque illae aequationes in hac forma exhiberi 



1 cnsin/ 1 \ co i In/ [ 



, , — loghypt&ng(4 

ua* \t I b 



iypt&ng(«‘+i*)l 

Ti? ) 

m = ~[ l + + 2 [ l + )| ^"'~ w h! p r - ip - - ' + " j 

1 1 eoam/ ' 1 1 cosmi [ tangi»* 

atque sic, neglecta z, statim valor verus ipsius n erui. 



104. 

Superest, ut ex z, n vel c elementa ipsa determinemus. 
a^(ee — l) = 6, habebitur ex aequatione 6. art 99. 



[18.] 



6 



sin/yW 
iaug 2n 



Combinando hanc formulam cum 12. 12*. art 99., eruitur 



[19.] ^ e _i) = t ang^ 

[19*.] tang^ = -!^Oi 



Statuendo 
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unde exeentriritas commode atque exacte computatur; ex 6 et /(«e — l) pro- 
dibit per divisionem a, per multiplicationem p, ita ut sit 



1(1— t)c n f.^rr' 

tADK 2 M* 

— 1 ( L+t ) cn» f. /r / 

tainr 3 n* 
sin/’, taujr/’. /rr' 

p — V(i-*> 

__ — Mn f ■ t3lii’ f. yr r' 

UL + 1) 



^ lwsrf«(Vrr' 
y y tau,' : n 1 

— 2 M Mcoif.^rr' 

y Yu£i 2 m 1 

yysin/\ Uu ef.^rr 



kktt 

« yyrrnnF U.ni< 2 n* 

kktt 

* Y Y r r* m* P Un* 2 n* 
/yiVuin lf\* 

\ kt I 



— YY*i n/\taM 2 /\/iV i r>r'sinlA» 

IMM — l kt I 



Expressio tertia et sexta pro p, quae omnino identicae sunt cum formulis 1 8. 1 8*. 
art 95., ostendunt, ea quae illic dc significatione quantitatum y, Y tradita sunt, 
etiam pro liyperbola valere. 

E combinatione aequationum 6. 9. art. 99. deducitur 

(r~ r) ]/~^ = e «in /. ( G— g ) 

introducendo itaque et u>, statuendoque C — tnng(45*-|-jY), fit 

[ M .l = 

Invento hinc C', habebuntur valores quantitatis in art 2 1 . per « expressae pro 
utroque loco; dein fiet per aequationem III. art. 21. 

Uin K* v = (C+ ^ U* 

tsiug 1 V = (t . eTl)uos j,j, 

sive introducendo pro C, c angulos N, n 

x i . . sin(iV — ») 

[21.] tang I r = ( ^ f 

[22.] tang) » = — J ' + Ml 

L J cn8(iV — #»j tiui|f \ t}» 

Hinc determinabuntur anomaliae verae c, v, quarum difforeutia cum 2 f com- 
parata simul calculo confirmando inserviet. 

Denique per formulam XI. art 22. facile deducitur, intervallum temporis 
a perilielio usque ad tempus loco primo respondens esse 

« 1 ll»CT«( (y+«)fui (Jf — n) vT> UoeU(‘+.Y)l 

I | io» 1 X ro* 2 « . ® 1* t»»|?(4S"+H)/ 
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et perinde intervallum temporis a perihelio usque ad tempus loco secundo re- 
spondens 

Si itaque tempus primum statuitur = T — { I, adeoque secundum = T-\- f t, fit 
t 23 '] r = | , {^i JV -logtang(45- + )JV} 
unde tempus transitus per perihelinm innotescet; denique 
[24.] t = £ ‘ {‘Sr*- logtong(45*+ n)} 

quae aequatio, si placet, ad ultimam calculi confirmationem adhiberi potest 



105. 

Ad illustrationem horum praeceptorum exemplum e duobus locis in artt. 
23. 24. 25. 4 6. secundum eadem elementa hyperbolica calculatis conficiemus. 
Sit itaque v ' — o = 48*12' 0* sive /= 24*6' o", logr = 0,0333585, logr' = 
0,2008541, f = 51,49788dies. ITinc invenitur io = 2*45'28”47, 1=0, 05796039, 
sive valor approximatus ipsius h — 0,0644371 ; hinc, per tabulam II., 
logyy = 0,0560848, = 0,05047454, z = 0,00748585, cui in tabula III. 

respondet C — 0,0000032. Hinc fit valor correctus ipsius h = 0,06443691, 
log yy = 0,0560846, ** = 0,05047456, z = 0,007 48583, qui valores, quum 
( inde non mutetur , nulla amplius correctione opus habent Iam calculus ele- 
mentorum ita se habet: 



logz .... 
log(l + z) . 

log V / (* + 22 ) 
log 2 .... 
logtang 2 n . 
2 n 
n 

o. TH. M. 



. . . 7,8742399 
. . . 0, 0032389 
. . . 8,9387394 
. . . 0,3010300 
. . . 9,2397694 
r= 9*51*11*816 
= 4 55 35,908 



logtang/ 9,6506199 

logitang2n 8,9387394 

C.log(i — z) 1,2 969275 

logtang']) 9,8862868 

i/ — 37*34 59*77 

(esse deberet = 37 35 0) 



17 
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logsiu f 


9,61 1U1 16 


C. log) sui/ 


. 0,6900182 


logj frr' 


0,1171063 


logtang 2 u> 


. 8,9848318 


C.logtang2n 


0,7602306 


C.logcos2<o 


. 0,0020156 


l°g 8 


0,4683487 


log sili ^ 


. 9,7852685 


logtang'!' 


9,8662868 


logtang 2 N 


. 9,4621341 


logo 


, 0,6020619 


2 N = 


16*9' 46*253 


l°g P 


, 0,3746355 


N — 


8 4 53,127 


(i'SM* deberent . 


. 0,6020600 


N—n = 


3 9 17,219 


atque 


. 0,3746356) 


N-\- n = 


13 U 29,035 


logsin (A T — n) ..... 


. 8,7406274 


logsin (N ») 


. 9,3523527 


C. log cos (A n) . . . 


. 0,0112902 


C. log cos (N — n) . . . 


. 0,0006587 


logeotJ'{i 


. 0,4681829 


logcotj']i 


. 0,4681829 


log tangjw 


, 9,2201005 


logtangl v' 


. 9,821 1943 


It = 


9*25 29"97 


1 v = 


33*31' 29 93 


V = 


16 50 59,94 


V = 


67 2' 59,86 


(oiise deberet •»••••• 


18 51 0) 


(esse deberet . 


67 3 0) 


log 1 * 


. 0,1010184 


>°gc 


. 0,1010184 


logtang 2 A T 


. 9,4621341 


logtang 2 n 


. 9,2397694 


C . log cos 2 «i 


. 0,0064539 


C.logcos2A T 


. 0,0175142 




9,5696004 




9,3583020 


numerus = 


0,371 19863 


numeru* = 


: 0,22819284 


loghyptang(45*-f-A0 = 


0,26591251 


loghyptang(45'+«) = 


: 0,17282621 


Differentia = 


0,06526612 


Differentia = 


: 0,05536663 


log 


. 8,9308783 


log 


. 8,7432460 


ilpg<* 


. 0,9030928 


fdoga 


. 0,9030926 


C.logA- 


. 1,7644186 


C.logA: 


. 1,7644166 


log^ 


. 1,5963897 


I°g2 


. 0,3010300 


T — 


39,66338 


l°g' 


. 1,71 17891 






t = 


: 51,49786 



Distat itaque transitus per pcrihelium a tempore loco primo respondente 1 3,9 14 1 4 
diebus, a tempore loco secundo respondente 65,41232 diebus. — Ceterum diffe- 
rentias exiguas elementorum hic erutorum ab iis, secundum quae loca proposita 
calcabit» fuerant, tabularum praecisioni limitatae tribuere oportet 
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106. 

In tractatu de relationibus maxime insignibus ad motum corporum coe- 
lestium in sectionibus conicis spectantibus, silentio praeterire non possumus ex- 
pressionem elegantem temporis per semiaxem maiorem, summam r-f-r atque 
chordam duo loca iungeutem. Haec formula pro parabola quidem primo ab ili. 
Eilek inventa esse videtur (Miscell. Beroliu., T. VII. p. 20), qui tamen eam in 
posterum neglexit, neque etiam ad ellipsin et hyperbolam extendit: errant itnque, 
qui formulam clar. Laubeut tribuunt, etiamsi huic geometrae meritum, hanc ex- 
pressionem oblivione scpultain proprio marte eruisse et ad reliquas sectiones coni- 
cas ampliavisse, non possit denegari. Quamquam hoc argumentum a pluribus 
geometris iam tractatum sit, tamen lectores attenti expositionem sequentem haud 
superfluam agnoscent. A motu elliptico initium furimus. 

Ante omnia observamus, angulum circa Solem descriptum 2 f (art. 88., 
unde reliqua quoque signa desumimus) infra 360* supponi posse; patet enim, si 
iste angulus 360* gradibus augeatur, tempus una revolutione sive — ’ 8 “ = 
a* X 365,25 diebus crescere. Iam si chordam per p denotamus, manifestum 
est fieri 

pp = (r' cos v' — r cos u)* (/sin v — rsinr)* 
adeoque per aequationes V11L IX. uri. 6. 

pp — aa(co»E — cos Ef-\- a a cos (sin E — sin E)* 

— \na sin</(sin G*-\- coa^ccs fr’) = 4 a « sin/7* ( 1 — eecos6r*) 

Introducamus angulum auxiliarem h talem, ut ait cos h = e cos G ; simul, quo 
omnis ambiguitas tollatur, supponemus, h accipi inter 0 et 180*, unde sin h 
erit quantitas positiva. Quoniam itaque etiam g inter eosdem limites iacet (si 
enim 2 g ad 360° vel ultra ascenderet, motus circa Solem revolutionem inte- 
gram attingeret vel superaret), ex aequatione praecedente sponte sequitur p = 
2 a si \\g sin A, siquidem chorda tamquam quantitas positiva consideratur. Quum 
porro habeatur r-\-r — 2«(t — e eos <7 cos G) — 2a(l — cosycos/i), putet, si 
statuatur h — g =■ o, h-\-g=- 1, fieri 

[1.] r-f-r* — p = 2«(1 — cosS) = 4 a sin + 5’ 

[2.] r-f-r-f-p = 2a(t — cos«) = 4 «sin-ie* 

1 7 * 
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Denique liabetur k( = a^(ig — 2 e sin g cos G) — aS(2g — 2 sin g cosh), 

sive 

[3.] kt = n*(« — siu« — (3 — sin 3)) 

Determinari poterunt itaque, secundum aequationes I. 2., anguli 8 et e 
ex r-j- r, p et a: quamobretn ex iisdem quantitntibus determinabitur, secundum 
aequationem 3., tempus t. Si magis placet, haec formula ita exhiberi potest: 

1| Ja-fr+r') — p • ia — (r + /) — p 

k t = a’ lare cos — - — - — - — sm arc cos ■ ' — 

| ia ia 

Jo — (r + iO + p , • Jo — (r + O + pl 

— arc cos — ----- r 4-smarceos r } 

ia 1 ia I 

Sed in determinatione angulorum 3, c per cosinus suos ambiguitas remanet, 
quam propius considerare oportet. Sponte quidem patet, 6 iacere debere inter 
— 180° et -i- 180°, atque e inter 0 et 360°: sed sic quoque uterque angulus 
determinationem duplicem, adeoque tempus resultans quadruplicem admittere 
videtur. Attamen ex aequatione 5. art. 88. habemus cos f. \Jr r—a (cos g — cos/i) 
= 2 a sin J o sin ) t : iam sin f t necessario fit quantitas positiva, unde concludi- 
mus, cos/ et sin } 5 necessario eodem signo affectos esse, adeoque 3 inter 0 et 
180°, vel inter — 180° et 0 accipiendum esse, prout cos./ positivus fuerit vel 
negativus, i. e. prout motus heliocentricus 2/ fuerit infra vel supra 180*. Cete- 
rum sponte patet, pro 2./ = 180° necessario esse debere 8 = 0. Hoc itaque 
modo 6 plene determinatus est. At determinatio anguli t necessario ambigua 
manet, ita ut semper pro tempore duo valores prodeant, quorum quis verua sit, 
nisi aliunde constet, decidi nequit. Ceterum ratio huius phaenomeni facile per- 
spicitur: constat enim, per duo puncta data describi posse duas ellipses diversas, 
quae ambae focum suum habeant in eodem puncto dato, simulque eundem semi- 
axem maiorem*); manifesto autem motus a loco primo ad secundum in his ellip- 
sibus temporibus inaequalibus absolvetur. 



•) Descriptio e loco primo circulo radio la — r alioque radio *r # e loco secundo, cllipseos 
focum alterum in interaectinne horum circulorum iacere patet. Quare quum generaliter loquendo dumo 
semper dentur Intersectione*, duae ellipses diversae prodibunt. 
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Donotando per y arcum quemcunque inter — ISO* et -f- 180’ situm, et 
per s sinum arcus }y, constat esse 

= -f- f . jTTTi®’ + etc. 

Porro fit 

Jsinx = J* l/( * — »*) = s — 4 js* — j-V — —^s’ — etc. 
adeoque 

X — » n X = + + 

Substituimus in hac serio pro s deinceps J f , et \ \J T 1 “ + 11 , quaeque 

inde proveniunt multiplicamus per a*; ita respecti ve oriuntur series 

*(»• + *•'— p)*+iV (r + r— p)* + nVr. (r + r—f)* 

+ r rlu ’“«(»■+ r — P ) 1 + etc. 

l(r -)-r + p)* -f- + r + p)* + rrVv a 'i (*" + r + p)’ 

+ n Itt ' ( r + r + P)* + etc * 

qUarum summas denotabimus per T, U. lam nullo negotio patet, quum sit 
2 sini 8 = + signo superiori vel inferiori valente prout 2 f infra vel 

supra 180“ est, fieri a* (8 — sin 8) = +T, signo perinde determinato. Eodem 
modo si pro t accipitur valor minor infra 180“ situs, fiet a*(t — sint) =£7; 
accepto vero valore altero, qui est illius complementum ad 360", manifesto fiet 
a*(t — sint) = a* 300* — U. Hinc itaque colliguntur duo valores pro tempore 1 

V^T . «'ito' U+T 
t * at< l ue * 



108 . 

Si parabola tamquam ellipsis spectatur, cuius axis maior infinite magnus 
est, expressio temporis in art. praec. inventa transit in ‘ t |(r-j- r'-(- p)* +(r-(- r' — p)*J : 
sed quum haecce formulae deductio fortasse quibusdam dubiis exposita videri 
possit, aliam ab ellipsi haud pendentem exponemus. 
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Statuendo brevitas caussa 

tang| v = 8, tang J v' = 8', fit 

r = lp(t + 00), r ' = ipO + M) 



COS 0 = 



1—8« 

1 + 88 > 
18 



sinu = — #1 , sutu 



i-8' 8' 

— 1 + 8' 8' 

2 8 ' 

— t + 8'8 1 



Hinc fit 

r’ costi' — rcosti = |j?(08 — 0’tf), r'sint>' — rsino = p(ti — 6) 
adeoqae 

pp = ipp$-W*+<!t+*ft 



Iam facile perspicitur 

6 — 6 = */ x . 

coB^rcoa^r 

esse quantitatem positivam: statuendo itaque 

='»3» erit P = J>(8'— ft)nj 

Porro fit 

r + r' = l2>(2+96-f-ft'6) == p(r,q + 1(6— 9) 1 ) 

quamobretu habetur 



= <>! + * (0-6))* 

rJ ~ 9 = (»1-1 (6 -<*))' 

Ex aequatione priori sponte deducitur 

+ lA J y ±p = ’i + Ke-0) 

quoniam >) et 8' — 6 sunt quantitates positivae; sed quum |(0' — 8) minor ait 
Tei maior quam rj , prout 



Digitized by Google 



RELATIONES INTER LOCOS PLERES IN ORBITA. 



135 



tjtj — *^( 6 ' — e)* = i +00' = 

11 • ' ' 1 c«» t r cm j t> 

positiva est vel negativa, patet, ex aequatione posteriori concludere oportere 
±\f r± ~ f =ti-H0-0) 

ubi signum superius vel inferius adoptandum est, prout angulus circa solem de- 
scriptus infra 180* vel supra 180° fuerit. 

Ex aequatione, quae in art 08. secundam sequitur, porro habemus 

/ — (0-0)((l+00> 1 (0-0)*) = (0-6)(„+; 7 >r(0-0)’) 

= H- * (f' — e))* — Kn — * (»'— 0))* 

unde sponte sequitur 

kl — !{(»■ + r + p^+tr-fr— p)*} 

signo superiori vel inferiori valente, prout 2 f infra vel supra 180° est. 

10 ». 

Si in hyperbola signa a, C, c iu eadem significatione accipimus, ut in 
art 99., habemus ex aequationibus VIII., IX. art 21. 

r’cosr' — reos» = — — ~) [C — -^ja 
r’sino' — rsiue = — j-j ^ja/(ee — 1) 

adeoque 

p = *«(«— *) 

Supponamus q esse quantitatem per aequationem q -f- ~ = e(C-j- determi- 
natam: cui quum manifesto duo valores sibi invicem reciproci satisfaciant, adop- 
tamus eum qui est maior quum l. Ita fit 

p = *«(«,— i) (q-L) 

Porro tit 

r + r = * a M c +i )( c '+ c)~ 4 ) = * a (( c + ^) (t H- 7) — 4 ) 
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adeoque 

r + r + p = — j/£)* 

r + r-p = a(y'l-|/ff 

Statuendo itaque — m i \/ T ~,^~ P “ w * erit necessario — ]/t~~ 2m; 

ad decidendam vero quaestionem, utrum — |/- fiat = -f-2w al1 — — 2n, 
inquirere oportet, utrum f maior an minor sit quam e : sed ex aequatione 8. 
art. 09. facile Bequitur, casum priorem locum habere, quoties 2/ sit infra 180’, 
posteriorem quoties 2 f sit supra 180*. Denique ex eodem art. habemus 

J = l(Tf+r)( c - , c )-2logc = 4 (c T — f) — l“gcT+log^ 

= + -\-nn) — 2 log(l/(l-}-mm)-|-n4) + 2log(j/(l-f- nn)-f-n) 



signis inferioribus semper ad casum 2 f~^> 180° spectantibus. Iam 

log (j/(l-f-«im)-{-?n) 
facile evolvitur in seriem sequentem 

f *iX;« T +etc. 

Hoc sponte colligitur ex d log (/( I -f- mj»n) -j-rn) = OT • Prodit itaque 

2 m j/( 1 -|- m m) — 2 log (y/(l-f-»nm) -+-»») = tl’ J m' — J . j m' — ctc.) 

et perinde formula alia prorsus similis, si in cum n permutatur. Hinc tan- 
dem colligitur, si statuatur 

T = Kr + r— p)* — Vr.~(r + f— p^-fr Ai- ~(r + r — p)* 

— rtf Tr.^j( r- I - r — p)* -f* etc. 

u = 4 ( r + r ’+ p) 1 — A ■ ; ( r + r -f- p)* + tA 1 • ^ (r +r + p) 1 

ttIii •~l( r + r + p) 1 + et C. 
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fieri 

kt = U+T 

quae expressiones cum iis, quae in art. 107 traditae sunt, omnino coincidunt, 
si illic a in — a mutetur. 

Ceterum hae series tum pro ellipsi tum pro hyperbola ad usum practicum 
tunc inprimis sunt commodae, ubi a vel a valorem permagnum obtinet, L e. 
ubi sectio conica magnopere ad parabolae similitudinem vergit. In tali casu etiam 
ad solutionem problematis supra tractati (art. 85 — 105.) adhiberi possent: sed 
quoniam, nostro iudicio, ne tunc quidem brevitatem solutionis supra traditae 
praebent, huic methodo fusius exponendae non immoramur. 



a. TH. u. 



18 
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Relationes inter locos plures in spatio. 



110 . 

Relationes in hac Sectione considerandae ah orbitae indole independentes 
golique suppositioni innixae erunt, omnia orbitae puncta in eodem plano cum Sole 
iacere. Placuit autem, hic quasdam simplicissimas tantum attingere, aliasque 
magis complicatas et speciales ad Librum alterum nobis reservare. 

Situs plani orbitae per duos locos corporis coelestis in spatio plene deter- 
minatus est, siquidem hi loci non iacent in eadem recta cum Sole. Quare quum 
duobus potissimum modis locus puncti in spatio assignare possit, duo hinc pro- 
blemata solvenda se offerunt 

Supponemus primo, duos locos dari per longitudines et latitudines helio- 
centricas resp. per X, X'; C, t designandas: distantiae a Sole in calculum non 
ingredientur. Tunc si lougitudo nodi ascendentis per £&, inclinatio orbitae ad 
eclipticam per i denotatur, erit 

tangfi = tangi’ sin (X — £X) 
tangi = tangi sin(X' — ft) 

Determinatio incognitarum gl, tangi hic ad problema in art 78. II. conside- 
ratum refertur; habemus itaque, ad normam solutionis primae 

tangi’ siti (X — £X) = tangC 
tang. cos (X gl) = ^ 
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ad normam solutionis tertiae autem invenimus £1 per aequationem 
tang(iX + ^-ft) = 

utique aliquanto commodius, si anguli 6, 6 immediate dantur, ueque vero per 
logarithmos tangentium : sed ad determinandum t, recurrendum erit ad aliquam 
formularum 



tangi = 



_Un»« 
«in (i —ft) 



sin(A'— ,ft) 



Ceterum ambiguitas in determinatione anguli X — £1 , vel 1 X -j- f X ’ — £1 per 
tangentem suam ita erit decidenda, ut tnngt positiva evadat vel negativa, prout 
motus ad eclipticam proiectus directus est vel retrogradus: hnnc incertitudinem 
itaque tunc tantum tollere licet, ubi constat, a quanam parte corpus coeleste a 
loco primo ad secundum pervenerit; quod «i ignoraretur, utique impossibile esset, 
nodum ascendentem a descendente distinguere. 

Postquam anguli £1 > * inventi sunt, eruentur argumenta latitudinum 
« per formulas 



tungu = 



UneO, — (l) 
a») > 



tang u 



' — ta w;(V— Q) 

COMI 



quae in semicirculo primo vel secundo accipienda sunt, prout latitudines respon- 
dentes boreales sunt vel australes. His formulis adhuc sequentes adiiciums, e 
quibus, si placet, una vel altera ad calculum confirmandum in usuin vocari poterit: 



cos a = cos6 cos(X — gl), 



sinu = 
sin («’-(- u ) = 



«in< 

•tot 1 

sto (X, 4- — 1 ,Q,) c <ni tm i' 
comi 



cosu' t = cos 6 ' cos (X‘ — £1) 



sinu’ == 
sin (u — a) = 



lin t' 

•ini 

t) co»t cmt' 
enti 



111 . 

Supponamus secundo, duos locos dari per distantias suos a tribus planis in 
Sole sub angulis rectis He secantibus; designemus has distantias pro looo primo 
per x, y, z, pro secundo per x, y, z, supponamusque planum tertium esse 
ipsam eclipticam, plani primi et secundi autem polos positivos in longitudine N 
et 90"-pAT sitos esse. Ita erit per art. 58., duobus radiis vectoribus per r, r 
designatis, 



18 
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x = r cos u cos (N — A) + >■ «in u «n ( N — Sl) cos » 
y = r sin u cos ( N — SI ) cos i — r cos u sin (N — Sl) 
z = r «in u sin t 

x’ = r'cos ii'cos(N — Sl) + r ' «in u 'sin (iV — Sl) cost 
y' = r ' sinu' cos (^V — Sl) coet — r’co8«’ain(iV — Sl) 
z' — rsinasini 

Hinc sequitur 

zy' — yz' = rr”«in(tt' — u) sAn(N — Sl) sin i 
xz' — zx = rr’sin(u' — «)cos(A T — £2) sint 
xy' — yx — rr sin (u’ — u) cos* 

E combinatione formulae primive cum secunda habebitur N — Sl atque 
rr'sin(u’ — u) sin q hinc et ex formula tertia prodibit t atque rr ain(u’ — u). 

Quatenus locus, cui coordinatae x, y, z respondent, tempore posterior 
supponitur, u' maior quum u fieri debet: quodsi itaque insuper constat, utruni 
angulus inter locum primum et secundum circa Solem descriptus duobus rectis 
minor an maior sit, rrsin (u — u) sin i atque rr'siii(«’ — u) esse debent quan- 
titates positivae in casu primo, negativae in secundo: tunc itnque N — Sl sine 
ambiguitate determinatur, sintulque cx signo quantitatis xy — yx' deciditur, 
utrum motus directus sit, an retrogradus. Vice versa, si de motus directione 
constat, e signo quantitatis xy — -yx decidere licebit, utrum «’ — u minor an 
maior quam ISO' accipiendus sit. Sin vero tum motus directio, tum indoles 
anguli circa Solem descripti plane incognitae sunt, manifestum est, inter nodum 
ascendentem ac descendentem distinguere non licere. 

Ceterum facile perspicitur, siettti cost est cosinus inclinationis plani orbi- 
tae versus planum tertium, ita sin (A' — ,0.) sint, cos (N — &)siut esse resp. 
cosinus inclinationum plani orbitae versus planum prinmm et secundum; nec non 
exprimere rr'sin(«' — u) duplam aream trianguli inter duos radios vectores in- 
clusi, atque zy' — yz'; xz' — zx, xy' — yx duplam aream proiectiouum eius- 
dem trianguli ad singula plana. 

Denique patet, planum tertium pro ecliptica quodvis aliud planum esse 
posse, si modo oinnes magnitudines per relationes suas ad eclipticam definitae 
perinde ad planum tertium, quidquid sit, referantur. 
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Sint x ', y", z" coordinatao alicuius loci tertii, atque u" eius argumen- 
tum latitudinis, r’ radius vector. Designabimus quantitates r'r"sin(«" — u ), 
rr’ , 8in(«” — u), rrsin (V — n), quae sunt arcae duplae triangulorum inter radium 
vectorem secundum et tertium, primum et tertium, primum et Becundum, resp. 
per n, n', n". Habebuntur itaque pro z", y" y z" expressiones iis similes, quos 
in art praec. pro z, y, z et x, y\ z' tradidimus, unde adiumento lemmatis I. 
art. 78. facile deducuntur aeqmitiones sequentes: 

0 = nx — hx 
0 = ny — n'y'-\-n Y 
0 = ne — ne' 

Sint iam longitudines geocentricae corporis coelestis tribus illis locis respondentes 
o, a , a ; latitudines geocentricae 8, 8 8"; distantiae a terra ad eclipticam pro- 
iectae o, q, 8"; porro respondentes longitudines heliocentricae terrae />, Ij V\ 
latitudines B , B\ B", quas non statuimus = 0 , ut liceat, tum parallaxis ra- 
tionem habere, tum, si placet, pro ecliptica quodvis aliud planum adoptare ; deni- 
que D, D, D“ distantiae terrae a Sole ad eclipticam proiectae. Quodsi tunc 
x, y , e per L, B, D, a, 8, 8 exprimuntur, similiterque coordinatae ad locuin se- 
cundum et tertium spectantes, aequationes praecedentes sequentem formam induunt: 

[l.] 0 = n(8cosa -|- Deoa L) — n (8 cosa -(- H coali) -f- n"(8"cosa'-j- D"coaL") 

[2.] 0 = «(8 sin a -f- D sin L) — n (8 'sin a -}- D sin L) -(- »’(8’sin a"-}- ZTsin L') 

[3.] 0 = n(8tang6 -f-J9tangB) — n(8 tangtf -|- Dtang/Tj -pa”(8’’tang8" -(- DtangZT) 

8i hic a, 8, D , L , B quantitatesque analogae pro duobus reliquis locis, tam- 
quam cognitae spectantur, aequationesque per n, vel per n', vel per n" divi- 
duntur, quinque incognitae remanent, e quibus itaque duas eliminare, sive per 
duas quascunque tres reliquas determinare licet. Hoc modo illae tres aequationes 
ad conclusiones plurimas gravissimas viam sternunt, o quibus quasdam imprimis 
insignes hic evolvemus. 



113. 

Ne formularum prolixitate nimis obruamur, sequentibus abbreviationibua 
uti placet. Primo designamus quantitatem 
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tang6sin(a* — a') -f- tang 6 sin (a — a”) tang 6* sin ( 5 ’ — a) per (0.1.2); 

si in expressione illa pro longitudine et latitudine loco cuivis geocentrico respon- 
dentibus substituuntur longitudo et latitudo cuilibet trium locorum heliooentrico- 
rum terrae respondentes, in signo (0.1.2) numerum illi respondentem cum nu- 
mero rotnano eo commutamus, qui posteriori respondet. Ita e. g. character (0. 1 .1) 
exprimet quantitatem 

tangCsin(Z< — -a’) -f- tang? sin (a — L) tang/?’sin(a' — a) 

nec non character (0.0. 2) hanc 

tang 6 sin (a '■ — L) -f- tang fl sin (a — a”) -j- tang 6 " sin ( L — a) 

Simili modo characterem mutamus, si in expressione prima pro duabvs longitu- 
dinibus et latitudinibus geocentricis duae quaectuique helioeentricae terrae sub- 
stituuntur. Si duae longitudines et latitudines in eandem expressionem ingredientes 
tantummodo inter se permutantur, etiam in charactere numeros respondentes per- 
mutare oportet: hinc autein valor ipse non mutatur, sed tantummodo e positivo 
negativus, e negativo positivus evadit Ita e. g. fit (0.1.2) = — (0.2.1) = 
(1.2.0) = — (t.0.2) =(2.0.1) = — (2.1.0). Omnes itaque quantitates hoc 
modo oriundae ad sequentes 1 9 reducuntur 

( 0 . 1 . 2 ) 

(0. 1.0), (0.1. 1), (0.1. II), (0.O.2), (0.1.2), (0.11.2), (0.1.2), (1.1.2), (II. 1,2) 
(0.O.I), (0.O.II), (0.1. II), (1.0.1), (1.0. II); (1.1.11), (2.0.1), (2.0.U), (2.I.II) 

quibus accedit vigesima (O.I.I1). 

Ceterum facile demonstratur, singulas has expressiones, per productum e 
tribus co sinibus latitudinum ipsas ingrcdieirtium multiplicatas, aequales fieri vola- 
mini sextnplo pyramidis, cuius vertex est in Sole, basi* vero triangulum formatum 
inter tria sph'aerac coelestis puncta, quae locis expressionem illam ingredientibns 
respondent, statuto sphaerae radio = 1. Quoties itaque hi tres loci in eodem 
circulo maximo iacent, valor expressionis fieri debet = 0; quod quum in tribus 
locis heliocentricis terrae semper locum habeat, quoties ad parallaxes et latitudi- 
nes tetrne a perturbationibus urtas non respieimus, i. e. quoties terram in ipso 
eclipticae plano constituimus, semper, hacee snppomtione valente, erit (O.I.II)=0, 
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quae quidein aequatio identica eat, si pro plano tertio ecliptica ipsa accepta fuit. 
Ceterum quoties tum Ii, tum B , tum B" = 0, omnes istae expressiones, 
prima excepta, multo simpliciores fiunt; singulae scilicet a secunda usque ad de- 
cimam binis portibus conflatae erunt, ab undecima autem usque ad uudevigeaitnam 
unico termino constabunt. 

114. 

Multiplicando aequationem [l.] per sina"tang21' — sin L' tangC", aequa- 
tionem [2.] per cos L tang 8 — cos a "tang//’, aequationem [3.] per sin (L" — a”), 
addendoque producta, prodit 

[4.] 0 = w |(0.2.II)8-f-(0. 2.II)i>J — w |(l.2.II)8'-f-(1.2.11)Z)'J 
similique modo, vel commodius per solam locorum inter se permutationem 

[5.] 0 =«{(U. 1. 1)8-4- (0. I.I) Z/j-f- n'| (2. 1.1) 8“-(- (11. 1.1)Z)’| 

[5.] 0 =n'{(1.0.O)8-4-(L0.O)i>’} — m'{(2.o.O)8'-4-(1I.O.O)I»"| 

Quodsi itaque ratio quantitutum n, n (Lita est, adiumeuto aequationis 4. ex 8 
detenninarc licebit 5’, vel 8 ex 6'; similitcrque de aequationibus 5. 6. E cotn- 
binatione aequationum 4. 5. 6. oritur haec 

r , -i (». ».!!)> -KQ.1. II) v (i. s.O) (1. c .O)j>* v (n.l )r+(ii.i.qj!>« __ _ 

(• I.D»+(0. i.l)£> A (i.l i!)t’+(l.J.II)/l’ A (i,*.0)» b hF(II.«.0)Z>* — *» 

per quam e duabus distantiis corporis coelestis a terra determinare licet tertiam. 
Ostendi potest autem, hanc aequationem 7. fieri identicam, adeoque ad determi- 
nationem unius distantiae e duabus reliquis ineptam, quoties fuerit 

tang 6 tang 8' sin {L" — L') sin ( L — a) -(- tang// tang// sin (a“ — a) sin (L — a) 

-)- tang8~tang8 sin (L — L") sin (£»' — a) -f- tang //tang// sin (a — a) sin (L — a') 

-)- tang8 tangSsin (L' — L) sin ( L " — a') -f- tang /1 tangZ/sin (a' — a)sin(L’ — a") 

— tang Ctang/Tsin (a " — L ) sin ( L — a) — tang//tangC’ sin (L " — a') sin (jk — a) 

— tang 8 tang/i sin (a — L ) sin(Z< — a ) — tang//tang6 sin ( L — 1 ~) Bin (L — a ) 

— tang6 tang //sin (a' — L) sin (U — a") — tang B tang8 sin (is — a) sin (L' — a") 

Ab hoc incommodo libera est formula sequens, ex aequationibus 1. 2. 3. 
facile demanans; 
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[8.] (0.1.2)88 '8"-J- (0.1. 2)Z)«T+ (0.1.2 ) D 88"+ (0.1.II)2T88 

+ (0. 1. IT) DD"l + (O. t . II) D DV+ (0. 1. 2) D DT+ (O. I. II)fl DD" = 0. 

Multiplicando aequationem 1. per sinatangS" — sina tangfi , aequatio- 
nem 2. per oosa”tang6' — cosatangC , aequationem 3. per sin(a" — a), ad- 
dendoque producta, prodit 

[9.] 0 = n{(0.1.2)8 + (O.t.2)£>}— n'(l. 1. 2)D + n"(IL J. 2)/)" 

et perinde 

[10.] 0 = n(0.O.2)Z)— n |(0. 1.2)8'-|-(0.1.2)/) }-f-n"(0.11.2)ll' 

[11.] 0 = n(0. l.O)Z>— n'(0. l.I)Z>'-]-n'j(0. l.2)8’+(0. l.II)2>"} 

Adiuniento harum aequationum e ratione inter quantitates n, n' n cognita eruere 
licebit distantias 8 , 0 , 8". Sed haecce conclusio [generaliter tantum loquendo 
valet, exceptionem que patitur, quoties fit (0. 1.2) = 0. Ostendi enim potest, in 
hocce casu ex aequationibus 9. 10. 11. nihil aliud sequi, nisi relationem neces- 
sariam inter quantitates n, n', n, ct quidem e singulis tribus eandem. Restrictio- 
nes analogae circa aequationes 4. 5. 6. lectori perito sponte se offerent. 

Ceterum omnes conclusiones hic evolutae nullius sunt usus, quoties planum 
orbitae cum ecliptica coiucidit. 8i enim 6, 6’, 6', B, // Bt' omnes sunt = 0, 
aequatio 3. identica est, ac proin omnes quoque sequentes. 
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LIBER SECUNDUS 

INVESTIGATIO ORBITARUM CORPORUM COELESTIUM 
EX OBSERVATIONIBUS GEOCENTRICIS 



SECTIO PRIMA 

Determinatio orbitae e tribus observationibus completis. 

115 . 

Ad determinationem completam motus corporis coelestis in orbita sua re- 
quiruntur elementa septem , quorum autem numerus uno minor evadit, si corporis 
massa vel cognita est vel negligitur; liaee licentia vix evitari poterit in determi- 
natione orbitae penitus adhuc incognitae, ubi omnes quantitates ordinis pertur- 
bationum tantisper seponere oportet, donec massae a quibus pendent aliunde in- 
notuerint. Quamobrem in disquisitione praesente massa corporis neglecta elemen- 
torum numerum ad sex reducimus, patetque adeo, ad determinationem orbitae 
incognitae totidem quantitates ab elementis pendentes ab invicem vero indepen- 
dentes requiri. Quae quantitates nequeunt esse nisi loca corporis coelestis e terra 
observata, quae singula quum bina data Bubininistreut, puta longitudinem et la- 
titudinem, vel ascensionem rectam et declinationem, simplicissimum utique erit, 
tria loca geocenirica adoptare, quae generaliter loquendo sex elementis incognitis 
determinandis sufficient Hoc problema tamquam gravissimum huius operis spe- 
ctandum erit, summaque ideo cura in hac Sectione pertractabitur. 

Verum enim vero in casu speciali, ubi planum orbitae cum ecliptica coin- 
cidit, adeoque omnes latitudines tum helinccn tricae tum geocentricae natura sua 
evanescunt, tres latitudines geocentricas evanescentes haud amplius considerare 
licet tamquam tria data ab invicem independentia: tunc igitur problema istud in- 
determinatum maneret, tribuaque locis geoceutricis per orbitas infinite multas 

19 
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satisfieri posset. In tali itaque casu necessario quatuor longitudines geocentricas 
datas esse oportet, ut quatuor elementa incognita reliqua (excidentibus inclina- 
tione orbitae et longitudine nodi) determinare liceat. Etiamsi vero per principium 
indisccruibilium haud cxpectnnduin sit, talem casuiu in rerum natura umquam 
se oblaturum esae, tamen facile praesumitur, problema, quod in orbita cum plano 
ecliptieae omnino coinccdente absolute indeterminatum fit, in orbitis perparum 
ad eclipticam inclinatis propter observationum praecisionem limitatam tantum 
non indeterminatum manere debere, ubi vel levissimi observationum errores in- 
cognitarum determinationem penitus turbare valent. Quainobrem ut huic quoque 
casui consulamus, alia sex data eligere oportebit: ad quem finem in Sectione se- 
cunda orbitam incognitam e quatuor observationibus determinare docebimus, qua- 
rum duae quidem completae sint, duae reliquae autem incompletae, latitudinibus 
vel declinationibus deficientibus. 

Denique quum omnes observationes nostrae propter instrumentorum sen- 
suumque imperfectionem non sint nisi approximationes ad veritatem, orbita, sex 
tantum datis absolute necessariis superstructa, erroribus oonsiderabilibus adhuc 
obnoxia esse poterit. Quos ut quantum quidem licet extenuemus, summamque adeo 
praecisionem possibilem attingamus, via alia non dabitur, nisi ut observationes 
perfectissimas quam plurimas congeramus, elementaque ita }>erpoliamuH, ut nou 
quidem his vel illis praecisione absoluta satisfaciant, sed cum cunctis quam optime 
conspirent. Quonam pacto talem consensum, si nullibi absolutum tamen ubique 
quam arctissimum, secundum principia calculi probabilitatis obtinere liceat, in 
Sectione tertia ostendemus. 

Hoc Itaque modo determinatio orbitarum, quatenus corpora coelestia se- 
cundum leges Kepi.eiu in ipsis moventur, ad omnem quae desiderari potest per- 
fectionem evecta erit. Ultimam quidem expolitionem tunc demum suscipere li- 
cebit, ubi etiam perturbationes, quas planetae reliqui motui inducunt, ad calcu- 
lum erunt revocatae: quarum rationem quomodo habere oporteat, quantum qui- 
dem ad institutum nostrum pertinere videbitur, in Sectione quarta breviter indi- 
cabimus. 



116 . 

Antequam determinatio alicuius orbitae ex observationibus geocentricis sus- 
cipitur, his quaedam reductiones applicandae erunt, propter nutationem, prae- 
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cessionem, pnrallaxiu et aberrationem , siquidem sumina praecisio requiritur: in 
crassiori enim calculo has minutias negligere licebit. 

Planetarum et cometarum observationes vulgo expressae proferuntur per 
ascensiones rectas et declinationes apjiarentes, i. e. ad situm aequator» apparen- 
tem relatas. Qui situs quum propter uutationem et praecessionem variabilis adeo- 
que pro diversis observationibus diversus sit, ante omnia loco plani variabilis pla- 
num aliquod tixuin introducere conveniet, ad quem finem vel aequator situ suo 
inedio pro aliqua epocha, vel ecliptica adoptari poterit: planum posterius plerum- 
que adbilveri solet, sed prius quoque commodis peculiaribus haud spernendis se 
commendat. 

Quoties itaque planum aequator» eligere placuit, ante omnia observatio- 
nes natatione purgandae, ac dein adhibita praecessione ad epocham q itandam ar- 
bitrariam reducendae sunt: haec operatio prorsus convenit eum ea, per quam e 
loco stellae fixae observato eiusdem positio media pro epocha data derivatur, adeo- 
que explicatione hic non indiget. Sin vuro planum eclipticae adoptare constitu- 
tum est, duplex methodus patebit: scilicet ve! ex ascensionibus rectis et declina- 
tionibus ob nutationem et praecessionem correctis deduci poterunt longitudines et 
latitudines adiumonto obliquitatis mediae, unde longitudines iam ad aequinoctium 
medium relatae prodibunt; vel commodius ex ascensionibus reetis et declinatio- 
nibus apparentibus adiumcuto obliquitatis apparentis computabuntur longitudines 
et latitudines, ac dein illae a nutatioue et praecessione purgabuntur. 

Loci terrae singulis observationibus respondentes per tabulas solares com- 
putantur, manifesto autem ad idem planum referendi erunt, ad quod observatio- 
nes corporis coelestis relatae sunt. Quamobrem iu computo longitudinis Solis 
negligctur nutatio; dein vero haec longitudo adhibita praecessione ad epocham 
fixam reducetur, atque 180 gradibus augebitur; latitudini Solis, siquidem eius 
rationem habere operae pretium videtur, signum oppositum tribuetur: sic positio 
terrae heliocentrica habebitur, quam, si aequator pro plano fundamentali electus 
est, adiumento obliquitatis mediae in ascensionem rectam et declinationem trans- 
formare licebit. 

117. 

Positio terrae hoc modo e tabulis computata ad terrae centrum referenda 
est, loens observatas anteiu corporis coelestis ad punctum in terrae superficie spe- 
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ctat: huic dissensui tribus modis remedium afferre licet. Potest scilicet vel ob- 
servatio ad centrum terrae reduci, sive a pamllaxi liberari; vel locus heliocentri- 
cus terrae ad locum ipsum observationis reduci, quod efficitur, si loco Solis e ta- 
bulis computato parallaxis rite applicatur; vel denique utraque positio ad pun- 
ctum aliquod tertium transferri, quod commodissime in intersectione radii visus 
cum plano eclipticae assumitur: observatio ipsa tunc immutata manet, reductio- 
nemque loci terrae ad hoc punctum in art. 72. docuimus. Methodus prima ad- 
hiberi nequit, nisi corporis coelestis distantia a terra proxime saltem nota fuerit: 
tunc autem satis commoda est, praesertim quoties observutio in ipso meridiano in- 
stituta est, libi sola declinatio parallaxi afficitur. Ceterum praestabit, hanc re- 
ductionem loco observato immediate applicare , antequam transformationes art. 
praec. adeantur. Si vero distantia a terra penitus adhuc incognita est, ad metho- 
dum secundam vel tertiam confugiendum est, et quidem illa in usum vocabitur, 
quoties aequator pro plano fundamentali accipitur, tertia autem praeferetur, quo- 
ties omnes positiones ad eclipticam referre placuit. 

118. 

Si corporis coelestis distantia a terra alicui observationi respondens proxime 
iam nota est, hanc ab effectu aberrationis liberare licet pluribus modis, qui me- 
thodis diversis in art. 71. traditis innituntur. Sit t tempus verum observatiouis; 
0 intervallum temporis, intra quod lumen a corpore coelesti ad terram descendit, 
quod prodit ducendo 4 93* in distantiam; / locus observatUB, i idem locus adiu- 
rnento motus geocentrici diurni ad tempus 1+8 reductus; /" locus l ab ea aber- 
rationis parte purgatus, quae planetis cum fixis communis est; L locus terrae 
verua tempori t respondens (L e. tabularis 20*25 auctus); denique 'L locus ter- 
rae verus tempori t — 0 respondens. His ita factis erit 

I. I locus verus corporis coelestia ex ‘L visus tempore t — 6 

II. I locus verus corporis coelestis ex L visus tempore t 

HI. T locus verus corporis coelestis ex L visus tempore t — 6 

Per methodum I. itaque locus observatus immutatus retinetur, pro tempore vero 
autem fictum 1 — 8 substituitur, loco terrae pro eodem computato; methodus H. 
soli observationi mutationem applicat, quae autem praeter distantiam insuper mo- 
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tnm diurnum requirit; in methodo 111. observatio correctionem patitur a distantia 
non pendentem, pro tempore vero iictuin / — 0 substituitur, sed retento loco ter- 
rae temjxiri vero respondente. Ex his methodis prima longe commodissima est, 
quoties distantia eatenus iam nota est, ut reductio temporis 0 praecisione suffi- 
ciente computari possit. 

Quodsi autem haec distantia peuitiiB adhuc incognita est, nulla harum me- 
thodorum immediate applicari potest: in prima scilicet habetur quidem corporis 
coelestis locus geocentricus, sed desideratur tempus et positio terrae a distantia in- 
cognita pendentia: in secunda e contrario adsunt haec, deest ille; denique in ter- 
tia habetur locus geocentricus corporis coelestis atque positio terrae, sed tempus 
deest cum illis datis iungendum. 

Quid faciendum eat itaque in problemate nostro, si in tali casu solutio re- 
spectu aberrationis quoque exactn postulatur? Simplicissimum utique est, orbi- 
tam primo neglecta aberratione determinare, quae quum effectum considerabilem 
numquam producere possit, distantiae hinc ea certe praecisione demanabunt, ut 
iam observationes per aliquam methodorum modo expositarum ab aberratione 
purgare, orbitaeque determinationem accuratius iterare liceat. Iam in hocee 
negotio methodus tertia ceteris longe praeferenda erit: in methodo enim prima 
omnes operationes a positione terrae pendentes ab ovo rursus inchoandae sunt: in 
secunda (quae ne applicabitis quidem est, nisi tanta observationum copia adsit, 
ut motus diurnus inde elici possit) omnes operationes a loco geocentrico corporis 
coelestis pendentes denuo instituere oportet: contra in tertia (siquidem iam cal- 
culus primus superstructus fuerat locis geocentricis ab aberratione fixarum pur- 
gatis) omnes operationes praeliininares a positione terrae et loco geocentrico cor- 
poris coelestis pendentes, in computo novo invariatac retineri poterunt. Quin 
adeo hoc modo primo statim calculo aberrationem complecti licebit; si methodus 
ad determinationem orbitae adhibita ita comparata est, ut valores distantiarum 
prodeunt prius, quam tempora correcta in calculum introducere opus fuerit Tuuc 
aberrationis quidein caussa calculus duplex haud necessarius erit, uti in tractatione 
ampliori problematis nostri clarius apparebit 

119 . 

Haud difficile esset, e nexu inter problematis nostri data atque incognitas, 
eius statum ad sex aequationes reducere, vel adeo ad pauciores, quum unam 
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alteramve incognitam sati» commode eliminare liceret: sed quoniam nexu» ille 
complicntissimus est, hae aequatione» maxime intractabilis evaderent; incognita- 
rum separatio talis, ut tandem acqiuttio unicum tantummodo continens prodeat, 
generaliter loquendo*) pro impossibili haberi potest, multoque adeo minus pro- 
blematis solutionem integram per solas operationes directas absolvere licebit 

Sed ad dnnrum aequationum solutionem -V =0, Y = 0, in qnibns duae 
tantum incognitae x , y intermixtae remanserant, utique reducere licet problema 
nostrum, et quidem variis modis. Haud equidem necesse est, ut se, y sint duo 
ex clementis ipsis: esse poterunt quantitates qualicunque modo cum elementis con- 
nexae , si modo illis niventis elementa inde commode derivare licet Praeterea 
manifesto haud opus est, ut X, Y per functiones explicitas ipsarum x, y ex- 
hibeantur: sufticit , si cum illis per systema aequationum ita i unctae sunt, ut a 
valoribus datis ipsarum x , y ad vnlores respondentes ipsarum X, Y deseendere 
in potestate sit. 



120 . 

Quoniam itaque problematis natura reductionem ulteriorem non permittit, 
quam ad duas aequationes, duos incognitas mixtini implicantes, rei summa primo 
quidem in idonea harum incognitarum electione aequationuuique adomatione. ver- 
sabitur, ut tum X et Y quam simplicissime ab x, y peudeant, tum ex horum 
valoribus inventis elementa ipsa quam commodissime demanent: dein vero cir- 
cumspiciendum erit, quo pacto incognitarum valores aequationibus satisfacientes 
per operatione» non nimis operosas eruere liceat. Quod si coccis quasi tentamini- 
bus tantum efficiendum esset, ingens sane ac vix tolerandus labor requireretur, 
qualem fere nihilominus saepius susceperunt astronomi, qui cometarum orbitas 
per methodum quam indirectam vocant determinaverant: magnopere utique in 
tali negotio labor sublevatur eo, quod in tentaminibus primis calculi crassiores 
sufficiunt, donet: ad valores approximato* incognitarum perventum fuerit Quam- 
primum vero determinntio approximato iam habetur, rem tuti* sempor expeditis- 
que methodia ad tinem jierducere licebit, qua* antequam ulterius progrediamur 
hic explicavisse iuvabit 

*) Quotic* observationes ab invicem tum |wuum remotae sunt, ut temporum intervalla tamquam 
quantitati* infinite parvas tractate liceat, huiuimotli separatio utique succedit, totuiuque problema ail aolu- 
(Ionem aequationis aiiefcraic&e septimi nctarivo gradus reducitur. 
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Aequationibus A'=0, 1’ = 0 , si pro x, y valores veri ipsi accipiantur, 
ex asse sponte satisfiet; contra si pro x, y valores a veris diversi substituuntur, 
X et Y inde valores a 0 diversos nancisceutur. Quo propius vero illi ad veros 
accedunt, eo minores quoque valores ipsarum X, ) r emergere debebunt, quoties- 
que illorum differentiae a veris perexiguae sunt, supponere licebit, variationes in 
valoribus ipsarum X, Y proxime proportionales esse variationi ipsius x, si y, 
vel variationi ipsius y, si x non mutetur. Quodsi itaque valores veri ipsarum 
x , y resp. designantur per ;, r ( , valores ipsarum .V, 1' suppositioni x = ; X, 
y = respondentes per formam A’ = a X -f- £ p, 1’ =; f X -j- £p exhibebun- 

tur, ita ut cotjffi cientes a, 6, fi £ pro constantibus Laberi queant, duin X et p 
perexiguae manent. Hinc concluditur, si pro tribus systematibus valoruui ipsa- 
rum x, y, a veris parum diversorum, valores respondentes ipsarum X, Y determi- 
nati sint, valores veros ipsarum x, y inde derivari posse, quatenus quidem suppo- 
sitionem istam admittere licet. Statuamus 

pro x = a, y — i fieri X — A, Y = B 
x = a, y = b' X = A\ Y — li 

x = o", y = b~ X = A , Y= Jf 



babebim usque 



A = o(a— i) -f- 6 (A — 7j), 
A' = a(a'— S)-f t{U— r ( ), 
A' = a(a"— ;) + 8(5 "— yj), 



B — f(o — s)-H(5— r t ) 

B =t(«-9 + W-t>) 

ir = — vj) 



Hinc fit, eliminatis a, [i, f, £ 

, A“B') + a'(A"B — AB“) + a"<AB' - A'B) 

' — A' IS"— A"B' + A"B—AB“ + AB' — A'B 

b(A'B" — A"IS'j 4 * &'( A”B — AB") + b"IAB'—A'B\ 

T l — a/B' — ~aHP + A"B — AB" + AB' — A'B 

sive in forma ad calculum commodiori 

- . («'— a)(A"B— AB") + (a" — a\(AlS’ — A‘B) 

' — “ ~l A'B Tr ^A"W + A n B - AB r +AB'-A'B 
_ , , {b'-b) (A" IS - AB") + (b" - bHAlS' - A'B) 

r t 0 "r AU^aIT r A"B—AB“ + A£' — A'B 

Mauifesto quoque in his formulis quantitates a, 6, A, B, cum a', b. A, B, 
vel cum his a ", 5", A", B * permutare licet. 
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Ceterum denominator communis omnium harum expressionum, quem etiam 
sub formam (A' — A)(B" — B) — (A’ — A)(B' — B) ponere licet, fit 

= (aS — ?f){( a ' — n )Q>" — b) — (a* — a) (b — b) | : 

unde patet, n, a, a", b, b, b " ita accipi debere, ut non fiat > 

alioquin enim haec methodus haud applicabitis esset, sed pro 5 et r, valeres 
fractos suggereret, quorum numeratores et denominatores simul evanescerent. 
Simul hinc manifestum est, si forte fiat a8 — 87 = 0, eundem defectum me- 
thodi usum omnino destruere, quomodocunque a, a', a", b, b , b" accipian- 
tur. In tali casu pro valoribus ipsius X formam talem supponere opportoret 
<x X 6 pt — e X X -f- C ^ K- — |- 0 pi (». , similemque pro valoribus ipsius F, quo facto 
aualysis methodos praecedenti analogas suppeditaret, e valoribus ipsarum X, Y 
pro quatuor systematibus valorum ipsarum x, y computatis harum valores ve- 
ros eruendi. Hoc vero modo calculus permolestus evaderet, praetereaque ostendi 
potest, in tali casu orbitae determinationem praecisionem necessariam per ipsius 
rei naturam non admittere: quod incommodum quum aliter evitari nequeat, nisi 
novis observationibus magis idoneis adseitis, huic argumento hic non immoramur. 

121 . 

Quoties itaque incognitarum valores approxiinati iam in potestate sunt, 
veri inde per methodum modo explicatam omni quae desideratur preccisioue de- 
rivari possunt. Primo scilicet computabuntur valores ipsarum X , Y istis valo- 
ribus approximatis (a, b) respondentes: qui nisi sponte iam evanescunt, calculus 
duobus aliis valoribus ab illis parum diversis (a\ b) repetetur, ac dein tertio 
systemate b~, nisi fortuito cx secundo X et F evanuerunt. Tunc per for- 
mulas art. praoc. valores veri elicientur, quatenus suppositio, cui illae formulae 
innituntur, a veritate haud sensibiliter discrepat. De qua re quo melius iudicium 
ferri possit, calculus valorum ipsarum X t 1 ' cum illis valoribus correctis repe- 
tetur: qui si aequationibus X = 0, F = 0 nondum satisfieri monstrat, certe 
valores multo minores ipsarum A', F inde prodibunt, quam per tres priores 
hypotheses , adeoque elementa orbitae hinc resultantia longe exactiora erunt, 
quam ea, quae primis hypothesibus respondent. Quibus si acquiescere nolumus, 
consultissimum erit, omissu ea hypothesi quae maximas differentias produxerat, 
duas reliquas cura quarta denuo iungere, atque sic ad normam art. praec. quintum 
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systema valorum ipsarum z , y formare: eodemque modo, ubi operae pretium 
videbitur, ad hypothcsin sextam etc. progredi licebit, donec aequationibus X — 0, 
Y — 0 tam exacte satisfactum fuerit, quam tabulae logarithmicae et trigonome- 
tricae permittunt Rarissime tamen opus erit, ultra systema quartum progredi, 
nisi hypotbeses primae nimis adhuc a veritate aberrantes suppositae fuerint 

122 . 

Quum incognitarum valores in hypothesi secunda et tertia supponendi quo- 
dammodo arbitrarii sint, si modo ab kypothesi prima non nimis differant, prae- 
tereaque caveatur, ne ratio (a — a): (A” — b) ad aequalitatem huius ( a' — a):(b' — b ) 
convergat, plerumque statui solet a = a, b" = b. Duplex hinc lucrum de- 
rivatur: namque non solum formulae pro i, r ( paullo adhuc simpliciores eva- 
dunt, sed pars quoque calculi primi eadem manebit in hypothesi secunda, aliaque 
pars in tertia. . 

Est tamen casus, ubi aliae rationes ab hac consuetudine discedere suadent: 
fingamus enim, X habere fonnam X — x, atque Y hanc Y — y, functionesque 
X\ Y' per problematis naturam ita comparatas esse, ut erroribus mediocribus 
in valoribus ipsarum x, y commissis perparum afficiantur, sive ut ^‘* )> |> 

( di )’ (ty ) 8 “ lt ( l uant i tate ' perexiguae, patetque, differentias inter valores istarum 
functionum systemati x == ?, y = i; respondentes, eosque qui ex x — a, y = b 
prodeunt, ad ordinem quasi altiorem referri posse, quam differentias 5 — a, r, — b 
at valores illi sunt X'= 5, Y' = ij, hi vero X'=a-f-A, Y' = & — J— /?, unde 
sequitur, o -f- A, b -f- B esse valores inulto exactiores ipsarum x, y, quam a, b. 
Quibus si hypothesis secunda superstruitur, persaepe aequationibus X=0, Y=0 
tam exacte iam satisfit, ut ulterius progredi haud opus sit; sin secus, eodem modo 
ex hypothesi secunda tertia formabitur faciendo <i” = a' -(- A ' = a -j- A -j- A', 
b’ = b'- j- B' — b-\~ B -j- B , unde tandem, si nondum satis praecisa reperitur, 
quarta ad normam art. 120. elicietur. 



123. 

In praec. supposuimus, valores approximatos incognitarum x, y alicunde 
iam haberi. Quoties quidem totius orbitae dimensiones approximatae in pote- 
state sunt (ex aliis forte observationibus per calculos anteriores deductae iamque 
per novas corrigendae), conditioni iili absque difficultate satisfieri poterit, quam- 

20 



O. TH. M. 




154 



LIBKK II. SECTIO I. 



cunque significationem incognitis tribuamus. Contra in determinatione prima 
orbitae penitus mlhuc ignotae (quae est problema longe difficillimum) neutiquani 
indifferens est, quasnam incognitas adhibeamus; arte potius talique modo eligen- 
dae sunt, ut valores approximatos ex ipsius problematis natura haurire liceat. 
Quod exoptatissime succedit, quoties tres observationes ad orbitae investigationem 
adhibitae motum heliocentricum corporis coelestia non nimis magnum comple- 
ctuntur. Huiusmodi itaque observationes ad determinationem primam seinper ad- 
hibendae sunt, quam dcin per observationes magis ab invicem remotas ad lubitum 
corrigere conveniet. Nullo enim negotio perspicitur, observationum errores in- 
evitabiles calculum eo magis turbare, quo propiores observationes adhibeantur. 
Hinc colligitur, observationes ad determinationem primani haud temere eligendas, 
sed cavendum esse, primo ne sint nimis sibi invicem vicinae, dein vero etiam ne 
nimis ab invicem distent: in primo enim casn calculas elementorum observationi- 
bus satisfacientium expeditissime quidem absolveretur, sed his elementis ipsis 
parum fidendum foret, quinimo erroribus tam enormiter depravata evadere pos- 
sent, ut ne approxiiuationis quidem vice fungi valerent; in casu altero vero arti- 
ficiis, quibus ad determinationem npproximatam incognitarum utendum est, de- 
stitueremur, neque inde aluun derivaremus, nisi vel crassissimam ubi hypotbeses 
multo plures, vel omnino ineptum, ubi tentamina fastidiosissima hnud evitare 
liceret Sed de hisce methodi limitibus scite iudicare melius per usum frequentem 
quam per praecepta ediscitur: exempla infra tradenda ostendent, ex observationi- 
bus lunonis 22 tantum diebus ab invicem dissitis inotumque heliocentricum 
7’ 35' complectentibns elementa multa iam praecisione gaudentia derivari, ac 
vicisaim, methodum nostram optimo etiamnum successu ad observationes Cereris 
applicari, quae 260 diebus ab invicem distant, motumque heliocentricum G2’55' 
includunt, quatuorque hypothegibus seu potius approxiinationibus successivis ad- 
bibitis elementa optime cum observationibus conspirantia producere. 

. 124. 

Progredimur iam ad enumerationem methodorum maxime idonearum prin- 
cipiis praecedentibus innixarum, quarum quidem praecipua momenta in libro 
primo exposita sunt, atque hic tantum instituto nostro accommodari debent. 

Methodus simplicissiinu esse videtur, si pro x, y distantiae corporis coe- 
lestis a terra in duabus observationibus accipiantur, aut potius vel lognrithmi 
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harum distantiarum vel logarithmi distantiarum ad eclipticam sive aeqnatorem 
proiectarum. Hinc per art. 04, V. elicientur loca heliocentrica et distantiae a 
Sole ad eadem loca pertinentia; hinc porro per art. 1 10. situs plani orbitae atque 
longitudines hcliocentricae in ea; hinc atque ex radiis vectoribus temporibusque 
respondentibus per problema in artt. 85 . . . 105. copiose pertractatum cuncta 
reliqua elementa, per quae illas observationes exacte repraesentari manifestum est, 
quiennque valores ipsis x, y tributi fuerint. Quodsi iaiu per hnec elementa 
locus geocentrirus pro tempore observationis tertiae computatur, huius consensus 
cum observato vel dissensus decidet, utrum valores suppositi veri ftierint, an ab 
iis discrepent; unde quum comparatio duplex derivetur, differentia altera (in lon- 
gitudine vel ascensione recta) accipi poterit pro X, alteraque (in latitudine vel 
declinatione) pro Y. Nisi igitur valores harum differentiarum A', Y sponte 
prodeunt = 0, valores veroB ipsaruin x , y per methodum in art. 120 sqq. 
descriptam eruere licebit Ceterum per se arbitrarium est, a quibusnam trium 
observationum proficiscamur: plerumque taincn praestat, primam et postremam 
adoptare, casu speciali de quo statim dicemus excepto. 

Haecce methodus plerisque post explicandis eo nomine praeferenda est, 
quod applicationem maxime generalem patitur. Excipere oportet casum, ubi 
duae observationes extremae motum keliocentricum 180 vel 360 vel 540 ctc. 
graduum complectuntur; tunc enim positio plani orbitae e duobus locis helioceu- 
tricis determinari nequit (art 1 10.). Perinde methodum applicare haud conveniet, 
quoties motus lieliocentrieus inter duas observationes extremas perparum differt 
ab 180° vel 360° ctc. quoniam in hoc casu determinatio positionis orbitae accu- 
rata obtineri nequit, sive potius, quoniam variationes levissimae in valoribus sup- 
positis incognitarum tantos variationes in positione orbitae et proin etiam in va- 
loribus ipsarum X, Y producerent, ut hae illis non amplius proportionales cen- 
seri possent. Verumtameri remedium hic praesto est; scilicet in tali casu non 
proficiscemur a duabus observationibus extremis, sed a prima et media, vel a 
media et ultima, adeoque pro X, Y, accipiemus differentias inter computum et 
observationem in loco tertio vel primo. Quodsi autem tum locus secundus a primo 
tum tertius a secundo propemodnm 1 80 gradibus distarent, incommodum illud hoc 
modo tollere non liceret; sed praestat, liuiusmodi observationes, e quibus per rei 
naturam determinatio accurata situs orbitae erui omnino nequit, ad calculum ele- 
mentorum haud adhibere. 



20 




156 



UBER 11. SECTIO I. 



Praeterea haec methodus eo quoque se commendat, quod nullo negotio 
aestimari potest, quantas variationes elementa patiantur, si manentibus locis ex- 
tremis medius paullulum mutetur: hoc itaque modo iudicium ferri poterit quale- 
cunque de gradu praecisionis elementis inventis tribuendae. 

125. 

Levi mutatione applicata e methodo praecedente secundam eliciemus. A 
distantiis in duabus observationibus profecti, perinde ut in illa, cuncta elementa 
determinabimus; ex his vero non locum geocentricura pro observatione tertia 
computabimus, sed tantummodo usque ad locum heliocentricum in orbita progre- 
diemur; ex altera parte eundem locum heliocentricum per problema in art. 74. 75. 
tractatum e loco geocentrico observato atque situ plani orbitae derivabimus; hae 
duae determinationes inter se differentes (nisi forte valores veri ipsarum x, y 
suppositae fuerint), ipsas X, Y nobis suppeditabunt, accepta pro X differentia 
inter duos valores longitudinis in orbita, atque pro Y differentia inter duos va- 
lores radii vectoris, aut potius logarithmi eius. Haecce methodus iisdem moni- 
tionibus obnoxia est, quas in art. praec. attigimus: adiungere oportet aliam, scilicet, 
quod locus heliocentricus in orbita e geocentrico deduci nequit, quoties locus terrae 
in alterutrum nodorum orbitae incidit; tunc itaque hanc methodum applicare non 
licet Sed in eo quoque casu , ubi locus terrae ab alterutro nodorum perparum 
distat, hac methodo abstinere conveniet, quoniam suppositio, variationibus parvis 
ipsarum x, y respondere variationes proportionales ipsarum X, Y, nimis erronea 
evaderet, per rationem ei quam in art. praec. attigimus similem. Sed hic quoque 
remedium e permutatione loci medii cum aliquo extremorum, cui locus terrae a 
nodis magis remotus respondeat, petere licebit, nisi forte in omnibus tribus obser- 
vationibus terra in nodorum viciniis versata fuerit. 

126. 

Methodus praecedeim ad tertiam illico sternit viam. Determinentur, per- 
inde ut ante, e distantiis corporis coelestis a terra in observationibus extremis 
longitudines respondentes in orbita cum radiis vectoribus. Adiumento positionis 
plani orbitae, quam hic calculus suppeditaverit, eruatur ex observatione media 
longitudo in orbita atque radius vector. Tunc autem computentur ex his tribus 
locis heliocentricis elementa reliqua per problema in art. 82. 83. tractatum, quae 
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operatio ab observationum temporibus independens erit. Hoc itaque modo inno- 
tescent tres anomaliae mediae atque motus diurnus, unde ipsa temporum intervalla 
inter observationem primam et secundam, atque inter Becundam et tertiam com- 
putare licebit Horum differentiae ab intervallis veris pro X et Y accipientur. 

Haec methodus minus idonea eBset, quoties motus heliocentricus arcum exi- 
guum tantum complectitur. In tali enim casu ista orbitae determinatio (ut iam 
in art 82. monuimus) a quantitatibus tertii ordinis pendet, adeoque praecisionem 
sufficientem non admittit Variationes levissimae in valoribus ipsarum x, y 
producere possent variationes permagnas in elementis adeoque etiam in valoribus 
ipsarum X . , Y neque has illis proportionales supponere liceret Quoties autem 
tres loci motum heliocentricum considerabilem subtendunt, methodi usus utique 
succedet optime, siquidem exceptionibus in art praec. explicatis haud turbetur, 
ad quas manifesto in hac quoque methodo respicieudum erit. 

127. 

Postquam tres loci hclioceutrici eo quem in art. praec. descripsimus modo 
eruti sunt, sequenti quoque modo procedi poterit Determinentur elementa reli- 
qua per problema iu artt 85 . . . 105. tractatum primo e loco primo et secundo 
cum intervallo temporis respondente, deiu vero eodem modo e loco secundo et 
tertio temporisque intervallo respondente: ita pro singulis elementis duo valores 
prodibunt, e quorum differentiis duas ad libitum pro X et y accipere licebit 
Magnopere hanc methodum commendat commodum haud spernendum, quod in 
hypothc8ibus primis elementa reliqua, praeter duo ea quae ad stabiliendum X 
et Y eliguntur, omnino uegligere licet, quae in ultimo demum calculo, valoribus 
correctis ipsarum x, y superstructo, determinabuntur sive e sola combinationo 
prima, sive e sola Becunda, sive quod plerumque praeferendum est e combinatione 
loci primi cum tertio. Ceterum electio illorum duorum elementorum, quae gene- 
raliter loquendo arbitraria est, magnam solutionum varietatem suppeditat; adop- 
tari poterunt a g. logarithmus semiparametri cum logarithmo semiaxia maioris, 
vel prior cum excentricitate, vel cum eadem posterior, vel cum aliquo horum cle- 
meutorum longitudo perihelii; combinari quoque poterit aliquod horum quatuor 
elementorum cum anomalia excentrica loco medio in utroque calculo respondente, 
siquidem orbita elliptica evaserit, ubi formulae 27 . . . 30. art. 06. calculum maxime 
expeditum afferent. In casibus specialibus autem haec electio quadam circum- 
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spectione indiget; ita c. g. in orbitis ad parabolae similitudinem vergentibus sfemi- 
axis maior a ipsiusve logarithmna minus idonei forent, quippe quorum variatio- 
nes immodicae variationibus ipsarum x , y haud proportionales censeri possent: 
in tali casu magis e re. esset eligere J . Sed his cautelis eo minus immoramur, 
quum methodus quinta in urt, »eq. explicanda quatuor hactenus expositis in om- 
nibus fere casibus palmam praeripiat. 



I 28. 

Designemus tres radios vectores eodem modo erutos ut in art. 125. 126. 
per r, r‘, r"; motum angularem heliocentricum in orbita a loco secundo ad ter- 
tium per 2 y, a primo ad tertium per 2 f, a primo ad secundum per 2 f, 
ita ut habeatur /'=/+/"; sit porro r'r"sin2/ = n, r r"sin 2 f — n, 
rr'sin2/" = «”; deuique producta quantitatis constantis k (art. 2.) in temporis 
intervalla ab observatione secunda ad tertiam , a prima ad tertiam , a prima ad 
secundam resp, 8, 0', 0”. Incipiatur computus duplex elementorum (perinde ut 
in art. praec.) tum ex r, r\ f et 0”, tum ex r’, r' f, 0: in utroque vero cal- 
culo non ad elementa ipsa progredieris, sed subsistes, quamprimum quantitas ea, 
qune rationem sectoris elliptici ad triangulum exprimit, supraque (art. 91.) per 
y vel — F denotata est, eruta fuerit. Sit valor huius quantitatis in calculo 
primo i]", in secundo ij. Habebimus itaque per formulam 18. art. 95. pro 
seiuiparametro p valorem duplicem: 

V * P = atc l ue W — 3 f 



8ed per art. 82. habemus insuper valorem tertium 
4 rrV^sin/sSn/ - lio/ 4 ' 

p — «—»'+«* 



qui tres valores manifesto identici esse deberent, si pro x, y ab initio valores 
veri accepti fuissent. Quamobrem esse deberet 



IT 

« 



n — 



W 

ijn 

4 ftO^rrV^sin /Mn ftinf* ' 
n' f 



lT i r i , ‘rr i r n coi f cos f cos f* 
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Nisi itaque his aequationibus iaiu in primo calculo sponte satistit, statuere licebit 

lo S 

n II -f- n i^ t( "rr'f“c«s f coit" cos f" 

Haec methodus applieationeni aeque generalem patitur, ac secuuda in art. 
I 25. explicata, magnnm vero lucrum est, quod in hacce quinta hypotheses primae 
evolutionem elementorum ipsorum non requirunt, Bed in media quasi via sub- 
sistunt Ceterum simulatque in hac operatione eo perventum est, ut praevideri 
possit, hypothesin novain a veritate haud sensibiliter discrepaturam esse, in hac 
elementa ipsa vel duutaxat ex r, r , f" fi", vel ex r', r", f y 0, vel quod praestat 
ex r, r", f, 6', determinare sufficiet. 



X = 



129. 

Quinque methodi hactenus expositae pio tinus ad totidem alias viam ster- 
nunt, quae ab illis eo tantum differunt, quod pro x et y loco distantiarum a terra, 
iuclinatio orbitae atque longitudo nodi ascendentis accipiuntur. Hae igitur me- 
thodi novae ita se habeut: 

I. Determinantur ex x et y duobusque locis geocentricis extremis se- 
cundum art. 7 4. 75. longitudines heliocentricae in orbita radiique vectores, atque 
hinc et ex temporibus respondentibus omnia reliqua elementa; ex his denique 
locus geocentricus pro tempore observationis mediae, cuius differentiae a loco ob- 
servato in longitudine et latitudine ipsas X et Y suppeditabunt. 

Quatuor reliquae methodi in eo conveniunt, quod e positione plani orbitae 
locisque geocentricis omnes tres longitudines heliocentricae in orbita radiique vec- 
tores respondentes computantur. Dein autem 

n. elementa reliqua determinantur e duobus locis extremis tantum atque 
temporibus respondentibus; secundum liaee elementa calculantur pro tempore ob- 
servatioids mediae longitudo iti orbita atque rudius vector, quarum quantitatum 
differentiae a valoribus prius inventis, i. e. e loco geocentrico deductis, ipsas X, 
Y exhibebunt. 

111. Aut derivantur orbitae dimensiones reliquae ex omnibus tribuB locis 
helioceutricis (artt. 82. 83.), in quem calculum tempora non ingrediuntur: dein 
temporum intervalla eruuntur, quae in orbita ita inventa inter observationem pri- 
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mam et secundam, atque inter hanc et tertiam elapsa esse deberent, et quorum 
differentiae a veris ipsas X, Y nobis suggerent 

IV. Calculantur elementa reliqua duplici modo, puta tum e combinatione 
loci primi cum secundo, tum e combinatione secundi cum tertio, adhibitis tem- 
porum intervallis respondentibus. Comparatis hisce duobus elementorum syste- 
matibus inter se, e differentiis duae quaccunque pro X, Y accipi poterunt 

V. Sive denique idem calculus duplex tantummodo usque ad valores quan- 
titatis in art 9t. per y denotatae producitur, ac dein pro X, Y expressiones 
in art praec. traditae adoptantur. 

Ut quatuor ultimis hamm methodorum tuto uti liceat, loci terrae pro om- 
nibus tribus obscrvntionibus orbitae nodis non nimis vicini esse debent: contra 
usus methodi primae tantummodo requirit, ut eadem conditio in duabus obser- 
vationibus extremis locum habeat, sive potius (quoniam locum medium pro ali- 
quo extremorum substituere licet), ut e tribus locis terrae non plures quum unus 
in nodorum viciniis versentur. 



130 . 

Decem methodi inde ab art. 124. explicatae innituntur suppositioni, va- 
lores approximatos distantiarum corporis coelestis a terra, aut positionis plani or- 
bitae, iam in potestate esse. Quoties quidem id agitur, ut dimensiones orbitae, 
quarum valores approximat! iam alicunde innotuerunt, puta per calculum ante- 
riorem observationibus aliis innixum, per observationes magis ab invicem remo- 
tas corrigantur, postulatum illud nullis manifesto difficultatibus obnoxium erit. 
Sed hinc nondum liquet, quonam modo calculum primum aggredi liceat, ubi om- 
nes orbitae dimensiones penitus adhuc incognitae sunt ; hic vero problematis no- 
stri casus longe gravissimus atque difficillimus est, uti iam ex problemate analogo 
in theoria cometarum praesumi potest, quod quamdiu geometras torserit, quotque 
tentaminibus irritis originem dederit satis constat. Ut problema nostrum recte 
solutum censeri possit, manifesto conditionibus sequentibus Batisficri oportet, si- 
quidem solutio ad instar normae inde ab art. 1 1 9. explicatae exhibetur: Primo 
quantitates x, y tali modo sunt eligendae, ut valores ipsarum approximatos ex 
ipsa problematis natura petere liceat, saltem, quamdiu corporis coelestis motus 
hcliocentricus intra observationes non nimis magnus est. Secundo autem requi- 
ritur , ut variationibus exiguis quantitatum x , y variationes non nimis magnae 
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in quantitatibus inde derivandis respondeant, ne errores in illarum valoribus sup- 
positis forte commissi impediant, quominus bas quoque pro approximatis habere 
liceat. Denique tertio postulamus, ut operationes, per quas a quantitatibus x, y 
successive usque ad X, Y progrediendum est, non nimis prolixae evadant. 

Hae conditiones critcrium subministrabunt, secundum quod de cuiusvis me- 
thodi praestantia iudicium ferri poterit: adhuc evidentius quidem ea applicationi- 
bus frequentibus se manifestabit. Methodus ea, quam exponere iam accingimur, 
et quae quodammodo tamquam pars gravissima huius operis consideranda est, illis 
conditionibus ita satisfacit, ut nihil amplius desideraudum relinquere videatur. 
Quam antequam in forma ad praxin commodissima explicare aggrediamur, quas- 
dam considerationes praeliminares praemittemus, aditumque quasi ad illam, qui 
alias forsan obscurior minusque obvius videri possit, illustrabimus atque ape- 
riemus. 

131. 

In art. 1 14. ostensum est, si ratio inter quantitates illic atque in art. 128. 
per n , n, n' denotatas cognita fuerit, corjroris coelestis distantias a terra per 
formulas persimplices determinari posse. Quodsi itaque pro r, i/ assumerentur 
quotientes ", , } pro his quantitatibus iu co casu, ubi motus hcliocentricus 

inter observationes haud ita magnus est, statini valores approximali se 

offerrent (accipiendo characteres fi, fi', A" in eadem significatione ut in art. 128.): 
hinc itaque solutio obvia problematis nostri demanare videtur, si ex x et y di- 
stantiae duae a terra eliciantur, ac dein ad instar alicuius ex quinque methodis 
artt. 124 ... 128. procedatur. Revera, acceptis quoque characteribus vj , r;’ in 
significatione art. 128., designatoqnc analogice per r/ quotiente orto ex divisione 
sectoris inter duos radios vectores contenti per aream trianguli inter eosdem , erit 
", = £. t ' , ", = . \ , patetque facile, si n, n', n" tamquam quantitates 

parvae primi ordinis spectentur, esse generaliter loquendo r t — 1, r t — 1, n" — 1 
quantitates secundi ordinis, adeoque valores ipsarum x, y approximatos 
a veris differre tantummodo quantitatibus secundi ordinis. Nihilominus re pro- 
pius considerata methodus haecce omnino inepta invenitur, cuius phaenomeni 
rationem paucis explicabimus. Levi scilicet negotio perspicitur, quantitatem 
(0. 1. 2), per quam distantiae in formulis 9. 10. 1 1. art. 114. multiplicatae sunt, 
ad minimum tertii ordinis fieri, contra e. g. iu aequ. 9. quantitates (O. 1. 2), 
O. th. m. 2 1 
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(1. I. 2), (II. 1. 2) primi ordinis; hinc autem facile sequitur, errorem secundi 
ordinis in valoribus quantitatum ", , ^7 commissum producere in valoribus di- 
stantiarum errorem ordinis 0. Quamobrcm, secundum vulgarem loquendi usum, 
distantiae tunc quoque errore finito aflcctae prodirent, quando temporum inter- 
valla infinite parva sunt, adeoque neque has distantias neque reliquas quantitates 
inde derivandas ne pro approximatis quidcui habere liceret, methodusque condi- 
tioni secundae urt. prnec. adversaretur. 



132 . 

Statuendo brevitatis gratia 

(0.1.2) = o, (0.1.2 )/)' = —/<, (0.0. 2)/> = e, (0.11. 2)Z>" = d, 

itant aequatio 10. art. 114. fint no = b -f- c.^, -j- d . n , , colffficientes e et d 
quidem erunt primi ordinis, facile vero ostendi potest, differentiam c — d ad 
secundum ordinem referendam esse. Hinc vero sequitur, valorein quantitatis 
c "_ m ” ex suppositione approximata n:n" =0:0 prodeuntem errore quarti 
tantum ordinis affectum esse, quin adeo quinti tantum, quoties observatio media 
ab extremis aequalibus intervallis distat. Fit enim iste error 



o«+d<i” 
1 d 1 



cn<f 4 n r 



M*(<— e) (n"— s) 
(t + «Th/* + TiS") 



ubi denominator secundi ordinis est, numeratorisque factor alter W(d — c) quarti, 
alter r,” — t ( secundi, vel in cjisu isto speeiali tertii ordinis. Exhibita itaque 
aequatione illa in haccc forma 



ai' — h-\- 



in + ri»" 1. r /■ " 
11 + «" ' «' 



manifestum est, vitium methodi in art. praec. propositae non inde oriri, quod 
quantitates n, n’ hisce 0, 0' proportionales suppositae sunt, sed inde, quod 

insuper n' ipsi 6' proportionalis statuta est. Hoc quippe modo loco factoris 

# 1 <T 



" — , valor minus exactus 



= 1 introducitur, a quo verus 



= 1 + 



fllT 

liji ;*Vr 7 r* cos f cos /’ eoa f" 



quantitate ordinis secundi discrepat (art. 128.). 
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Quum cosinus angulorum perinde ut quantitates r t , ij” ab uni- 



tate differentia secundi ordinis discrepent, patet, si pro 



valor approxiinatus 



t -f- — >r » introducatur, errorem fquarti ordinis committi. Quodsi itaque loco 
aequationis art. 1 1 4. haecce adhibetur 

««=*+- 1»’ ( , + TT,'7») 

in valorem distantiae 5 redundabit error secundi ordinis, quando observationes 
extremae a media aequidistant, vel primi ordinis in casibus reliquis. Sed haecce 
nova aequationis illius forma ad determinationem ipsius S’ haud idonea est, quia 
quantitates adhuc incognitas r, r’ r' involvit. 

lain generaliter loquendo quantitates , p- ab' unitate differentia primi 
ordinis distant, et perinde etiam productum -y—.: in casu speciali saepius comme- 
morato facile perspicitur, hoc productum differentia secundi ordinis tantum ab 
unitate discrepare. Quin adeo quoties orbita ellipsis parum exccntrica est, ita 
ut excentricitatem tamquam quantitatem primi ordinis spectare liceat, differentia 
V , ad ordinem uno gradu adhuc altiorem referri poterit. Manifestum est itaque, 

r ** 4 , m y 

errorem illuni eiusdem ordinis ut antea manere, si ni aequatione nostra pro lrr > r * 

substituatur unde nanciscitur formam sequentem 

s . . , cS + dS'/, , 9»"l 
ai =b - 1 jr— (I + lr „J 

Continet quidem haec aequatio etiamnum quantitatem incognitam r', quam ta- 
men eliminari posse patet, quum tantummodo a i' atque quantitatibus cognitis 
pendeat. Quodsi dein aequatio rite ordinaretur, ad ociarum gradum ascenderet. 



Ex praecedentibus iam rntio percipietur, cur in methodo nostra pro js, >j 
resp. quantitates 

~ = P atque 2 ljr'* = Q 

accepturi simus. Patet enim primo , si P et Q tamquam cognitae spectentur, 
6 indo per aequationem 

ai' = 6 + ( t + i®») 
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determinari posse, ac dein 3 et 6" peraequationes 4. 6. art 114., quum ha- 
beatur 



Secundo manifestum est, in hypothesi prima pro quantitatibus P, Q, quarum 
valorea exacte veri sunt 

9" i| rV»’’ _ 

9 'r,"* r r' f r^ r dnjen9f r cn>j a 



statim obvios esse valorea approximatos # , 66 , ex qua hypothesi in determi- 
nationem ipsius 8' et proin etiam ipsarum 8, 8", redundabunt errores primi or- 
dinis, vel secundi in casu speciali pluries commemorato. Ceterum etiamsi his 
conclusionibus, generaliter loquendo, tutissime (idc-ndum sit, tamen in casu quo- 
dam speciali vim suam perdere possunt, scilicot quoties quantitas (0. 1. 2), quae 
in genere est ordinis tertii, fortuito fit = 0, vel tam parva, ut ad altiorem ordi- 
nem referri debeat. Hoc evenit, quoties motus geocentrieus in sphaera coelesti 
prope locum medium puuCtum inflexionis sistit. Penique apparet, ut methodus 
nostra in usum vocari possit, necessario requiri, ut motus heliocentricus inter tres 
observationes non nimis magnus sit: sed haec restrictio, per problematis compli- 
catissimi naturam, nullo modo evitari potest., neque etiam pro incommodo habenda 
est, quoniam seiuper in votis erit, determinationem primam orbitae incognitae 
corporis coelestis novi quam primum licet suscipere. Praeterea restrictio illa 
sensu satis lato accipi potest, uti exempla infra tradenda ostendent. 



135 . 

Disquisitiones praecedentes eum in finem allatae sunt, ut principia, quibus 
methodus nostra innititur, verusque eius quasi nervus eo clarius perspiciuntur: 
tractatio ipsa nutem methodum in forma prorsus diversa exhibebit, quam post 
applicationes frequeutissimas tamquam commodissimam inter plures alias a nobis 
tentataa commendare possumus. Quum in determinanda orbita incognita e tribus 
observationibus totum negotium semjier ad aliquot liypotheses, aut potius ap- 
proximationes successivas reducatur, pro lucro eximio habendum erit, si calculum 
ita adornare successerit, ut iam ab initio operationes quam plurimas, quae non a 
P et Q sed unice a combinatione quantitatum cognitarum pendeant, ab ipsis 
liypothesibua separare liceat Tunc manifesto has operationes praelini inares, sin- 
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gulis hypothesibus communes, semel tantum exsequi oportet, hyjHJthesesque ipsae 
ad operationes quam jwiucissinias reducuntur. Perinde maximi momenti erit, si 
iu singulis hypothesibus usque ad ipsa elementa progredi haud opus fuerit, horum- 
que computum usque ad hypothesin postremam reservare liceat Utroque re- 
spectu methodus nostra, quam exponere, iam aggredimur, nihil desiderandum 
relinquere videtur. 



136 . 

Ante omnia tres locos heliocentricos terrae in spsaera coelesti A, A, A~ 
(Fig. 4 .) cum tribus locis geocentrieis respondentibus corporis coelestis B , B, B" 
per circulos maximos iungere, atque tum positionem horum circulorum maxi- 
morum respectu eclipticae (siquidem eclipticam pro plano fundamentali adop- 
tamus), tum situin punctorum B, B', B" in ipsis computare oportet. Sint 
a, a', a" tres corporis coelestis longitudines geocentricae ; 6, 6 , 6 latitudines, 
l, V, i longitudines heliocentricae terrae, cuius latitudines statuimus = 0 
(artt. 117 . 72 .). Sint porro 7, 7> 7", circulorum maximorum ab A, A, A' 
resp. ad B, B\ B ductorum inclinationes ail eclipticam: quas inclinationes, ut 
in ipsarum determinatione normam fixam sequamur, perpetuo respectu eius eclip- 
ticae partis mensurabimus, quae a punctis A, A', A" secundum ordinem signo- 
rum sita est, ita ut ipsarum magnitudo a 0 usque ad 360 " numeretur, sive quod 
eodem redit, in parte boreali a 0 usque ad 180”, in australi a 0 usque ad 
— 180 ". Arens AB, AB, A~B', quos semper intra 0 et 180 ’ statuere li- 
cebit, designamus per 8, 8’, 8". Ita pro determinatione ipsarum 7, 8 habemus 
formulas 



[!■] 

[ 2 -] 



tang7 = 
tango = 



tanjf 6 
aio (b — I) 
lanali — 1) 
co*7 



quibus si placet ad calculi confirmationem adiici possunt sequentes: 
sin 8 = , cos8 = cos6cos(a — l) 

BMIJ 1 X 



Pro determinandis 7', 6", 7", 8”, manifesto formulae prorsus analogae habentur. 
Quodsi simul fuerit 6 = 0, a — l = 0 vel = 180 *, i. e. si corpus coeleste si- 
mul in oppositione vel coniunetione atque in ecliptica fuerit, 7 fieret indetermi- 
nata: at supponemus, hunc casum in nulla trium observationum locum habere. 
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Si loco eclipticae acqiiRtor tamquam plamitn fundamentale adoptatum est, 
ad positionem trium circulorum maximorum respectu aequatoris determinandam 
praoter inclinationes insuper requirentur rectasccnsiones intersectionum cum ae- 
quatote: nec non praeteT distantias punctorum B, B', B" ab his intersectionibus 
etiam distantins punctorum A , A\ A , ab iisdem computare oportebit- Quae 
quum 'a problemate in art. 110. tractato peudennt, formularum evolutioni hic 
non immoramur. 



137 . 

Negotium secundum erit determinatio situs relativi illorum trium circulo- 
rum maximorum inter se, qui pendebit a situ intersectionum mutuarum et ab in- 
clinationibus. Quae si absque ambiguitate ad notiones claras ac generales re- 
ducere cupimus, ita ut non opus sit pro singulis casibus diversis ad figuras pe- 
culiares recurrere, quasdam dilucidationes praeliminares praemittere oportebit. 
Primo scilicet in quovis circulo maximo duae directiones oppositae aliquo modo 
distinguendae sunt, quod fiet, dum alteram tamquam progressivam seu positivam, 
alteram tamquam retrogradam seu negativam consideramus. Quod quum per se 
prorsus arbitrarium sit, ut nonnam certam stabiliamus, semper directiones ab 
A , A', A" versus B , B', B" ceu positivas considerabimus; ita o. g. si inter- 
sectio circuli primi cum secundo per distantiam positivam a puncto A exhibetur, 
haec capienda subintelligetur ab A versus B (ut D ' in figura nostra); si; vero 
negativa esset, ipsam ab altera parte ipsius A sumere oporteret. Secundo vero 
etiam duo haemispliaerin, in quae omnis circulus maximus sphaeram integram 
dirimit, denominationibus idoneis distinguenda sunt: et quidem hemisphaerium 
superius vocabimus, quod in superficie interiori sphaerae circulum maximum di- 
rectione progressiva permeanti ad dextram est, alterum inferius. Plaga itaque 
superior nnalogn erit hemisphaerio boreali respectu eclipticae vel aequatoris, in- 
ferior australi. 

His rite intellectis, ambas duorum circulorum maximorum intersectiones 
commode ab invicem distinguere licebit: in una scilicet circulus primus e secundi 
regione inferiori in superiorem tendit, vel quod idom est secundus e primi regione 
superiore' ili inferiorem ; iu ititent intersectione opposita locum habent. Per se 
quidem prorsus arbitrarium est, quasnam intersectiones iu problemate nostro 
eligere velimus: sod ut hic quoque iuxta- normam iuvariabilem procedamus, eas 
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Bomper adoptabimus (D, />’, D" in Fig. 4.), ubi resp. circulus tortius AB" in 
secundi AB', tertius in priini AB, secundus in primi plagam superiorem transit. 
Situs harum intersectionum determinabitur per ipsamm distantias a punctis A et 
A ", A et A, A et A, quas simpliciter per AI), A“ D, AD', AI), AD", AD" 
designabimus. Quibus ita fartis circulorum inclinationes niutune erunt anguli, 
qui resp. in his intersectionum punctis D, D , D “ inter circulorum se secantium 
partes eas continentur, quae in directione progressiva iacent: has inclinationes, 
semper inter 0 et ISO” accipiendas, per s, i', i denotabimus. Determinatio 
harum novem quantitatum incognitarum c cognitis manifesto ab eodem proble- 
mate pendet, quod in art. 55. tractavimus: habemus itaque aequationes sequentes: 

[3.] sin | e sin ) (A 'D-\- A "D) = sin}(/" — /*)ain J t”) 

[4.] sin 1 t cos} (A 'D A’D) = cos} (/" — Z')sin } (f” — f ) 

[5.] cos} t siti 4 (A'D — A " D) = sin } (f' — /’)eos } (y ~ — f— Y ) 

[6.] eos } t cos } (A 'D — A 'D) = cos} (i" — Z^cos } (j — q') 

Exaequationibus 3. et 4. innotesoent } (A D -)- A D) et sin}», e duabus reli- 
quis } (A D — AD) et cos}t; hinc AD, A D et c. Ambiguitas determina- 
tioni arcuum } (i D -f- A 'D), i (A D — A ’D) per tangentes adhaerens conditione 
ea decidetur, quod sin } t et cos } t positivi evadere debent, cousensusque inter 
aiu j t et cos } t toti calculo confirmando inserviet 

Determinatio quantitatum AD', AD, t, AD", AD", z prorsus simili 
modo perficietur, neque opus erit octo aequationes ad hunc calculum adhibendas 
huc transscribere, quippe quae ex aequ. 3 ... 6. sponte prodeunt, si 

ad ■ a‘d % i r—r ; T " ; 7 ' 

cum AD' A’D' i t’ Z' — l i y" ; T 
vel cum AD" AD" t" i — / f’ f 



resp. commutantur. 

Nova adhuc totius calculi confirmatio derivari potest e relatione mutua 
inter latera angulosque trianguli sphaerici inter puncta D, D, D formati, 
unde demanant aequationes generalissime verae, qnamcunque situm haec puncta 
habeant: 
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Denique si loco eclipticae aequator tamquam planum fundamentale electus 
est, calculus mutationem non subit, nisi quod pro terrae locis heliocentricis A, 
A', A " substituere oportet ea aeqnatoi-is puncta, ubi a circulis A fi, A'B\ A B “ 
secatur; accipiendae sunt itaque pro I , l\ I" ascensiones rectae harum inter- 
sectionum, nec non pro A D distantia pnneti D ab intersectione secuuda etc. 

138. 

Negotium tertium iam in eo consistit, ut duo loci geocentrici extremi cor- 
poris coelestis, L e. puncta B, B", per circulum maximum inngantur, huiusque 
intersectio cum circulo maximo A'B‘ determinetur. Sit B* haec intersectio, 
atque 8 — o eius distantia a puncto A , nec non a* eius longitudo, C* latitudo. 
Habemus itaque, propterea quod B, B m , fl in eodem circulo maximo iacent, 
aequationem satis notam 

0 = tang (sin (a* — a*) — tang(*sin(a' — a) -f- tang 6 'sin (a* — a) 
quae, substituendo tangy sin(a * — l ) pro tang(*, sequentem fonnam induit 

cos (a * — V) j tang 8 sin (a — l ) — tang 6 " sin (a — l ) j 
— sin(a* — i ) j tang6cos(a” — l) -j- tang y ' sin (a” — a) — tangS cos(a — V) J 

Quare quum sit tang (a* — V) = cos q’ tang (8' — a) habebimus 

> tiingt 8 ia(«“ — i') — tm n <"«» (» — V) 

i ' < tang 4 ena (« " — l *) —* tang ® a eoa (* — /*)) -f sin 7 ' sin {«* — «) 

Hinc derivantur formulae sequentes, ad calculum numericum magis accom- 
modatae. Statuatur 

[7.] tang(sin(a’ — l) — tang 6 sin(a — l) = S 
[8.] taug(cos(a”— I*)— tang(”cos(a — V) = T sin ( 

[9.] sin (a” — a) = Tcast 
(art. 14. II.), eritque 
[10.] tang(8'— a) = 

Ambiguitas in detenninatione arcus 8’ — a per tangentem inde oritur, quod cir- 
culi maximi A B', BB" in duobus punctis se intersecant: nos pro /?* semper 
adoptabimus iutersectionem puncto B' proximam, ita ut a semper cadat inter 
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limites — 90* et -(-90*, unde ambiguitas illa tollitur. Plerumque tunc valor 
arcus a (qui pendet a curvatura motus geocentrici) quantitas satis modica erit, 
et quidem generaliter loquendo secundi ordinis, si temporum intervalla tamquam 
quantitates primi ordinis spectantur. 

Qu&cnam modificationes calculo applicandae sint, si pro ecliptica aequator 
tamquam planum fundamentale electum est, ex annotatione art. praec. (sponte 
patebit. 

Ceterum manifestum est, situm puncti li' indeterminatum manere, si 
circuli BB~, AB omnino coincidercut: hunc casum, ubi quatuor puncta 
A , B , B, B in eodem circulo maximo iacerent, a disquisitione nustra exclu- 
dimus. Conveniet autem in eligendis observationibus eum quoque casum evitare, 
ubi situs horum quatuor punctorum a circulo maximo parum distat: tunc enim 
situs puncti B*, qui in operationibus sequentibus magni momenti est, per levis- 
simos observationum errores nimis afficeretur, nec praecisione necessaria deter- 
minari posset. — Perinde punctum B* indeterminatum manere patet, quoties 
puncta B, B' in ununi coincidunt*), in quo casu ipsius circuli B B" positio 
indeterminata fieret. Quamobrem hunc quoque casum excludemus, quemadmo- 
dum, per rationes praecedentibus similes, talibus quoque observationibus absti- 
nendum erit, ubi locus geocentricus primus et ultimus in puncta sphaerae sibi 
proxima cadunt. 



139. 

Sint in sphaera coelesti C, C', CT tria corporis coelestis loca heliocentrica, 
quae resp. in circulis maximis AB, AB', A B", et quidem inter A et B, A et B, 
A" et B" sita erunt (art 64. III.): praeterea puncta C, C', C" in eodem circulo 
maximo iacebunt, puta in eo, quom planum orbitae in sphaera coelesti proiicit. 
Designabimus per r, r', r" tres corporis coelestis distantias a Sole; per p, p, p” 
eiusdem distantias a terra; per B, B', B" terrae distantias a Sole. Porro statui- 
mus arcus C'C", CC“, CC' resp. = 2/, 2/', 2/”, atque rVsin 2/ = n, 
rr"sin 2 f — n, r r sin 2 f — n". Habemus itaque f , A V -(- C B — 4, 

A'C‘-\- C'B'= 8 ', A~C’-\- C' B" — i', nec non 



•) Sive etiam quoties sibi opposita sunt, sed de hoc casu non loquimur, quum methodus nostra ad 
observationes tantum intervallum complectentes nou ait extendenda* 



G. TH. M. 
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sin o Hin A C fiio C B 

___ ~= — ^ -a. g— 

«ini’ «in sinf'8' 

~P p' — K' ~ 

«ini" •tar"»" 

r' — p" — Jt*~ 

Hinc patet, simulae situ» punctorum C, C\ C* innotuerit, quantitates 
r , r', r', p, p', p" determinabiles fore. lam ostehdemns, quotnodo ille e quan- 
titatibus 

elici possit, a quibus methodum nostram proficisci iam supra declaravimus. 



140 . 

Primo observamus, si N fuerit punctum quodeunque circuli maximi 
CGG\ distantiaeque punctorum (7, G\ G“ a puncto N secundum directionem 
eandem numerentur, quae tendit a G ad C", itn ut generaliter fiat 

NCr—NC = 2 /, NG" — NG = 2 /', NC—NC = if" 

haberi aequationem 

0 = sin 2 f sin NG — sin 2 f sin NG-\- sin 2 /" sin NG (L) 

Iam supponemus, N accipi in intersectione circulorum maximorum li /i * li ", 
CO C, quasi in nodo asceudente prioris supra posteriorem. Designemus per 
6, E , E", 25’, 9D resp. distantias punctorum (7, C‘, C", D, D\ D“ a cir- 

culo maximo H B* B" , ab alterutra ipsius parte positive, ab altera opposita 
negative acceptas. Hinc manifesto sin E, sin E’, sin E resp. proportionales 
erunt ipsis sin NG, sin NC, sin NG", unde aequatio (1.) sequentem induit formatu 

0 = sin2/sin£ — ain 2 f sin E-j- sin 2_/~ sin E 

sive multiplicando per rr'r" 

0 = nr sin £ — n r’ sin E -f- sin E (II.) 
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Porro patet, esse sin £ ad sin aD, ut sinum distantiae puncti C n B tui sinum 
distantiae puncti D' a B, utraque distantia secundum eandem directionem men- 
surata. Habetur itaque 



— 8in(£ = -r~r A 

win {AD — 4) 

prorsusque simili modo eruitur 



• /r un$"»in(7.B 

SinE — d n (AD"-t) 

£ * aiaST sinC'fi * 
= -r-rittr t 

sin (-4 I) — 4 -}-a) 



• rr" *in®Bin C”IT 
-sin e = 



*in2) w suiC'B" 
niu (A"D ’ — O 



Dividendo itaque aequationem (H.) per r siit S , prodit 



r sin C Ii - V) 

u — sinf.t/r-si ~ n 



r '»in C*B* sin (A”D — 4") 



!.• xi uni-A xx — o j , «v 



Quodsi hic arcum V B jier z designamus, pro r, r‘, r" valores suos ex art. 
praec, substituimus, brevitatisque caussa ponimus 

r. , i R ( A"I f— f) 

L 1 1 -J jfitofun (Alt— ») — ° 

r.,i JJ'«int'»to{A"D — t”) . 

I* Z, J fi*ilu l'-M) — ” 

aequatio nostra ita se habebit 

0 = «»-W. *£=!»+«' (III.) 

CoCifficientem b etiam per formulam sequentem computare licet, quae ex aequa- 
tionibus modo allatis facile deducitur: 



[13.] 



0 fi si nt sin [A' l*"!- 3 ) 



h 



Calculi confirmandi oausaa haud inutile erit, utraque formula 1 2 et 13 uti. Quo- 
ties sin(zl'Z)'' — maior est quam «in (A D — • a), formula posterior a ta- 

bularum erroribus inevitabilibus minus afficietur, quam prior, adeoque huic prae- 
ferenda erit, si forte parvula discrcpautiu illinc explicanda in valoribus ipsius b se 
prodiderit; contra formulae priori magis fidendum erit, quoties sin (A D " — S -f- o) 

22 * 
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minor est quam sili (AD — 4’-)- o): si magis placet, medium idoneum inter ambos 
valores adoptabitur. 

Calculo examinando sequentes quoquo formulae inservire possunt, quarum 

tamen derivationem non ita difficilem brevitatis caussa supprimimus: 

<i»in ()*'—/') bunjjT—l) «in (>*—») . xin (I I) 

io i' * 






b = 



H 



sio l' 



JTj 



V cos € c tmtr 



R"» ini" ‘ sin (AI J^T)«SU? 

8 r»ia (I + T ') 



ubi V exprimit quotientem 9il| i ar t- 138. aequ. 10.). 



141 . 



Ex P — atque aequatioiie III. art. praec. sequitur (n-f- »") = 

5 bine vero et ex Q — i 1 ) r '* atque 



KAnh' 



elicitur 



, ‘iri r* , P-f i . , . 

81,1 2 + ii**; &* = h i>+ tt 8,n ( 2 — °) > 8,ve 

o»iii** / , r + 1 \ / \ / x 

i J?* «in V * — V’p+ n — cosa)siu(z — s) — 8inacos(s— a) 

Statuendo itaque brevitatis caussa 



[14.] 



i K’rin t'*»io « 



introduccndoque angulum auxiliarem u> talem ut fiat 

«na 

tangeu = -p+f 

i ,, rosa 

P+a 

prodit aequatio (IV.) 

c ^*sin u> sin 2 * = sin (s — u> — o) 

ex qua incognitam 2 eruere oportebit. Ut angulus #> commodius computetur, 
formulam praecedentem pro tangw ita exhibere conveniet 

. (P+o) UMBO 

«* = — jr — r-rs — i 

P — -t|+ — -■) 

CO«8 / Wogfl / 
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Quanmbrem statuendo 



» 



[15.] 


eot o i 

- b — = d 




cos a 


[16.] 


Un« a 

b — e 



COHO 



habebimus ad determinandum to formulam simplicissimam 



tango» = 



«(P + °) 
P+d 



Oomputum quantitatum a, b, e, </, e per formulas 1 1 ... 16., a solis quanti- 
tatibus datis pendentem, tamquam negotium quartum consideramus. Quantitates 
b, e, e ipsae non erunt necessariae, verum soli ipsarum logarithmi. 

Ceterum datur casus specialis, ubi haec praecepta aliqua mutatione indi- 
gent. Quoties scilicet circulus maximus B B" cum A ‘B~ coincidit, adeoque 
puncta B, B* resp. cum D\. IJ, quantitates a, b valores infinitos nanciscerentur. 
Statuendo in hoc casu 



Bstot sin(A7r-t'+oj 

Sf sint' sin (AW— b) 

habebimus loco aequationis III. hancce: 0 = ttn — ” -- , unde faciendo 

tango» = «em» ) > eat ^ em aequatio IV. elicitur. 

Perinde in casu speciali, ubi a = 0 , fit c infinita atque u> = 0 , unde 
factor c sinto in aequatione IV. indeterminatus esse videtur: nihilomiuus revera 
detenninatus est, ipsiusque valor 

P+a 

— ait '* «in»'* (6— l)(P+d) 

uti levis attentio docebit. In hoc itaque casu fit 

• r> • >- I(fc— l)(/*-r d) 

81,12 = R »in* V~ -q{F+^)~ 



142. 

Aequatio IV., quae evoluta ad ordinem octavum ascenderet, in forma sua 
non mutata expeditissime tentando solvitur. Ceterum e theoria aequationum facile 
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ostendi potest (quod tamen fusius evolvere brevitatis caussa hic supersedemus), 
hanc aequationem vel duas vel quatuor solutiones per valores reales admittere. 
In casu priori valor alter ipsius sinz positivus erit, alterum negativum reiicere 
oportebit, quia per problematis naturam r negativus evadere nequit. In casu 
posteriori inter valores ipsius sinz vel unus positivus erit, tresque reliqui nega- 
tivi — ubi igitur haud ambiguum erit, quemnam adoptare oporteat — vel tres 
positivi cum uno negativo; in hoc casu e valoribus positivis ii quoque si qui ad- 
sunt reiici debent, ubi z uiaior evadit quam 8’, quoniam per aliam prublematis 
conditionem essentialem p adeoque etiam sin (5 — z) quantitas positiva esse debet. 

Quoties observationes mediocribus temporum intervallis ab invicem distant, 
plerumque casus postremus locum habebit, ut tres valores positivi ipsius sinz 
aequationi satisfaciant. Inter has solutioues praeter veram reperiri solet aliqua, 
ubi z parum differt a 3, modo excessu, modo defectu: hoc phaeuoiiienou se- 
quenti modo explicandum est. Problematis nostri traotatio analytica ei soli con- 
ditioni superstructa oat, quod tres corporis coelestis iu spatio loci iacore debent 
i« rectis, quarum situs per locum absolutum terrae positimiemque observatam 
determinatur. Iam per ipsius rei naturam loci illi iaccre quidem debent in iY* 
rectarum partibus, unde lumen ad terram descendit: sed aequationes analy ricae 
lianc restrictionem non agnoscunt, otuniaque locorum systemata, qui quidem cum 
KLeeutai legibus consentiunt, perinde complecti debent, sive ab liac terrae parte 
iu illis rectis iaceant, sive ab illa, sive denique cum ipsa terra coincidant. Inm 
hic ultimus casus utique problemati nostro satisfaciet, quum terra ipsa ad nor- 
mam illarum logum moveatur. Hinc patet, aequationes comprehendere debere 
solutionem, iu qua puncta, V, C\ C" cum punctis A, A, A’ coincidant (qua- 
tenus variationes minutissimas locis terrae ellipticis a perturbationibus et paral- 
laxi inductas liegligimus): aequatio itaque IV semper admittere deberet solutio- 
nem z = 3', si pro P et Q valores veri locis terrae respondentes acciperentur. 
Quatenus autem illis quantitatibus valores tribuuntur ab his non multum discre*- 
pantes (quod semper supponere licet, quoties temporum iutervalla modica sunt), 
inter solutiones aequationis IV. necessario aliqua reperiri debet, quae proxime 
ad valorem z = 8’ accedit. 

Plerumque quidem in eo casu, ubi aequatio IV. tres solutiones per valores 
positivos ipsius sinz adruittit, tertia ex his (praeter veram camque de qua modo 
diximus) valorem ipsius z maiorem quam 3' sistet, adeoque anulytice tantum 
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possibilis, physice rero impossibilis erit: tunc itAqilC qUarimam adoptare oporteat 
ambiguum esse nequit. Attamen contingere utique potest, ut aequatio illa dUas 
solutiones idoneas diversas admittat, adeoque problemati nostro per duaa orbitas 
prorsus diversas satisfacere liceat. Ceterum in tali rasu orbita vera a falsa facile 
dignoscetur, quamprimum observationes alias magis remotas ad examen revocare 
licuerit 

143. 

Simulae angulus 2 erutus est, statim habetur r' per aequationem 

* R sin h' 

r 1 i»* 

Porro ex aequationibus P = — atque III. elicimus 

n 'r' (7 J + q) J^ginV 

n ’ 6 sin (e — 9) 

«'r' l ^ »'r r 

jt* P* n 

lam ut formulas, secundum quas situs punctorum C \ C“ e situ puncti C' 
detenninandus est, tali modo tractemus, ut ipsarum veritas generalis pro iis 
quoque casibus, quos Fig. 4. non monstrat, statim eluceat, observamus, sinum 
distantiae puncti C' a circulo maximo Cii (positive sumtac in regione supe- 
riori, negative in inferiori) aequalem fieri producto cx sine” in sinum distan- 
tiae puncti C' a 1 ) secundum directionem progressivam mensuratae, adeoque 
= — sin t" sin C' I) — — sin e” sin (z -)- AD" — 8); perinde fit sinus distantiae 
puncti C" ab eodem circulo maximo = — sint sin 6'”/)'. Manifesto autem iidem 
sinus sunt ut sin GC' ad sin CC", sive ut -fp ad sive ut nr’ ad «V. 

Statuendo itaque G’D' — C ”, habemus 

V. r'smC”= sin (z -f- A D " — 8) 

Prorsus simili modo statuendo CZ)’=I eruitur 

VI. r sin C = —• sin (e -j- AD — 8) 

VII. rsin C + AD’—AD , ) = r"P.!~ l . sin (C”-f A" D — A"D) 
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Combinando aequationes V. et VI. cum sequentibus ex art. 139. transscriptis 
VIII. r'sin(C ” — A D'-j- 4") = ITsinS" 

IX. rrin(C — A D -(- 8) = R Bin 8 

quantitates C, C , r, r ad nonnam art. 78. inde derivabuntur. Qui calculus 
quo commodius absolvatur, formulas ipsas hac attulisse haud ingratum erit. Sta- 
tuatur 



[17.] 


2? sin & 




Oli (S U— 4) 


X 


[18.] 


«"sint" 

OalA r D r ^V) 


= X 


[19.] 


cn» (.«/—») 


= X 


[20.] 


.•tuc.-r/y-rj 

STtinV 


= X' 



Cotnputus harum quantitatum, aut potius logarithmomin earum, a P et Q etiam- 
nura independcns, tamquam negotium quintum et ultimum in operationibus quasi 
praeliminaribus spectandum est, commodeque statim cum computo ipsarum a, b 
sive cum negotio quarto alisolvitur, ubi fit a = \. — Faciendo dein 

^•^f.sin (z+AD-*) = p 
^■^:.sin(« + AD-8") =p 
— = q 

*W— 1) = ?” 

eliciemus C et r et rsinC = p, rcosC = q , atque C’ et r" ex r”sinC* = p ", 
r’cosC= q". Ambiguitas in detenninandis C et hic adesse nequit, quia r 
et r" necessario evadere debent quantitates positivae. Calculus perfectuB per 
aequationem VII. si lubet continuari poterit. 

fiunt tamen duo casus, ubi aliam methodum sequi oportet. Quoties scilicet 
punctum D' cum B vel coincidit vel ipsi in sphaera oppositum est, sive quoties 
AD' — 8 = 0 vel = 180*, aequationes VI. et IX. necessario identicae esse 
debent, fieretque x = oo, \p — 1 = 0, adeoque q indeterminata. In hoc casu 
C* et r" quidem eo quo docuimus modo determinabuntur, dein vero C et r e 
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eombinationc aequationis VII. cum VI. vel IX. elicere oportebit. Formulas 
ipsas ex art. 78. desumendas lmc trausscribere supersedemus; observamus tantum- 
modo, quod in eo quoque casu, ubi est AD ' — 6 non quidem = 0 neque 
= 180*, attamen arcus valde parvus, eandem methodum sequi praestat, quoniam 
tunc methodus prior praecisionem necessariam non admitteret. Et quidem adop- 
tabitur combinatio aequationis VII. cum VI. vel cum IX., prout sin ( A D" — A D ) 
maior vel minor est quam sin (A D" — 8). 

Perinde in casu, ubi punctum D', vel ipsi oppositum, cum B" vel coin- 
cidit vel parum ab eodem distat, determinatio ipsarum C , r" per methodum 
praecedentem vel impossibilis vel parum tuta foret. Tunc itaque 'et r quidem 
per illam methodum determinabuntur, dein vero '~ et r' e combinationc aequa- 
tionis VII. vel cum V. vel cum VIII., prout sin (dV ) — A D) maior vel minor 
est quam sin (A"D — 8 ). Ceterum haud metuendum est, ne simul D cum pun- 
ctis B , B" vel cum punctis oppositis coincidat, vel parum ab ipsis distet: casum 
enim cum, ubi B cum B" coincidit, vel perparum ab eo distat, iam supra 
art. 138. a disquisitione nostra exclusimus. 



144. 

Arcubus C, C” inventis, punctorum C, C" positio data erit, poteritque 
distantia CC" — 2/’ ex C, '“ et * determinari. Sint «, «" inclinationes cir- 
culorum maximorum AB, A" B" ad circulum maximum CC" (quae in Fig. 4 . 
resp. erunt anguli C"CD‘ et 180 * — CC" D'), hubebimusque aequationes sequen- 
tes, aequationibus 3 ... 6 . art. 1 37 . prorsus analogas: 

sin / sin i («"-)- u) — sin 4 e' sin J (C+ C ") 
sin / cos I («"-)-#) = cos J e sin } (C — C") 
cos f sin } («' — u) = sin } t cosj (£-(-!’) 
cos / cos J- («" — u) = cos f t cos f (C — C ") 

Duae priores dabunt {(»'-}-«) et sin/', duae posteriores f («” — «) et cos/'; 
ex sin/' et cos/ habebitur /'. Angulos et J (u — u), qui in ultima 

demum hypothesi ad determinandum situm plani orbitae adhibebuntur, in hypo- 
thesibus primis negligere licebit. 



O. TK. M. 
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Prorsus simili modo / ex t, < r l> et !'*/>, nec non f ex 8, CW , l' l> 
derivari possent: sed nuilto connnodius nd liunc fineni formulae sequentes adhi- 
bentur. 

sin 2 / = rsin 2 f . 1‘ . 

» • it f 

sin 2 f — e sin 2 f. T . 

lilii logurithmi quantitatum JT ,t 7 , iani e calculis praecedentibus adsunt. To- 
tus denique calculus confirmationem novam inde uaucUcetur, quod fieri debet 
2/4-2/' = 2/': si qun forte differentia prodeat, nullius rerte momenti esso 
poterit, siquidem omnes operationes quam aeci iratissime peractae fuerint. Inter- 
dum tamen, calculo ubique septem figuris dccimalibus subducto, nd aliquot mi- 
nuti secundi partes decimas assurgere poterit, quam si operae pretium videtur 
facillimo negotio inter 2/et 2/ ita dispertiemur, ut logarithnii sinuum aequaliter 
vel augeantur vel diminuantur, quo pacto aequationi V — = " omni 

qnain tabulae permittunt praecisione satisfactum erit. Quoties / et / parum 
differunt, differentiam illam inter 2 /’ et 2 /" aequaliter distribuisse sufficiet. 



145. 

Postquam hoc modo corporis coelestis positiones iu orbita determinatae 
sunt, duplex elementorum calculus tum e combinatione loci secundi eum tertio, 
tum e combinatione primi cum secundo, una cum temporum intervallis respon- 
dentibus, inchoabitur. Antequam vero haec operatio suscipiatur, ipsa temporum 
intervalla quadam correctione opus habent, siquidem constitutum fuerit, secun- 
dum methodum tertiam art IIS. aberrationis rationem habere. In hocce scilicet 
casu pro tenijairiblis veris ficta substituenda sunt, illis resp. 493p, 193 p, 493p" 
minutis secundis anteriora. Pro computandis distantiis p, p', p" habemus 
formulas 



/fsiti [Ab * — 0 rsmi.M/ — C) 

sin(C — A " '•ini 



P = 



■sini 



r‘*ui (4 ' — j) 
'iri K 



- H ” ain (A* D '-—C 

^ HuC*-0'+ O 



sinr 
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Ceterum »i observatione» ab initio statiui per methodum primani vel ^eun- 
dam art. I l 9. ab aberratione purgatae fuissent, hicce calculus omittendus, neque 
adeo necessarium foret, valores distantiarum p , p, p eruere, nisi forte ad con- 
tinuandum, an ii, quibus calculus aberrationum superstructus erat, satis exacti 
fuerint. Denique sponte patet, totum istum calculum tune quoque supprimendum 
esse, quando aberrationem omnino negligorc placuerit. 



146. 

Calculus elementorum, hinc ex r, r ", if atque temporis intervullo cor- 
recto inter observationem secundam et tertiani, cuius productum in quantitatem 
k (art. I.) |ht h denotamus, illinc ex r, r, If" atque temporis intervallo inter 
observationem primam et secundam, cuius productum per k esto =6", seeuu- 
(Iiiiii inetliodum iu artt. % 8 ... 105. expositam tantummodo usi|ue ad quantitatem 
illic per y denotatam producendus est, cuius valorrm iu combinatioue priori per 
r ( , in posteriori per r," denotabimus. Fiat deinde 

Cr, _ r'r'11" _ ( y 

St," * *»*/*€*%/" 1 

patetque, si valores quantitatum P, V, quilms totus hucusque calculus super- 
structus erat, ipsi veri fuerint, evadere debere P = P, </ — Q. V r ice versit 
facile perspicitur, si prodeat P = P, Q =■ V, duplicem elementorum calculum, 
si utrimque nd finem perducatur, numenis prorsus aequales suppeditaturum esse, 
per quos itaque omnes tres oIiBf*rvationcs exacte repraesentabuntur, adeoque pro- 
blemati ex asse satisfiet. Quoties autem non fit /' — P, Q — (J, accipientur 
P' — P, Q — Q pro A' et }', siquidem P et Q pro x et y acceptae fuerint: 
adhuc magis commodum erit statuere log P = x, \ug(J—y, logP’ — logP=A’, 
log (/ — log V = Dcin calculus cum aliis valoribus ipsarum x, y repe- 
tendus erit. 



147. 

Proprie quidem etiam hic, sictiti iu decem methodis supra traditis, arbi- 
trarium esset, quosnani valores novos pro x et y in hvpothesi secunda suppo- 
namus, si modo conditionibus generalibus supra explicatis non adversentur: atta- 
men quum manifesto pro lucro magno habendum sit, si statini a valoribus magis 
exartis proficisci lieeat, in methodo haece parum prudenter ageres, si valores 

23 * 
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secundos temere quasi adoptares, quum ex ipsa rei natura facile perspiciatur, si 
valores primi ipsarum P, Q levibus erroribus affecti fuerint, ipsas /', Q 
valores multo exactiores exhibitu nis esse, siquidem inotus lieliocentricus fuerit 
modicus. Quamobrem semper ipsas P , Q pro valoribus secundis ipsarum P, Q 
adoptabimus, sive log P', log Q pro valoribus secundis ipsarum x, y si logP, 
log Q primos designare suppositi sint. 

lain iti hac hypothesi secunda, ubi otnncs operationes pracliminarca per 
formulas t ...20. exhibitae invarintae retinendae sunt, calculus prorsus simili 
modo repetetur. Primo scilicet determinabitur angulus <o; dein z, r, * "J, > 
c, r, £", r ", f , f f". E differentia plus minusve considerabili inter valores no- 
vos harum quuntitutuin atque primos facile aestimabitur, utrum operae pretium 
sit, necne, correctionem quoque temporum propter aberrationem denuo compu- 
tare: in casu posteriori temporum intervalla, adeoque etiam quantitates 0 et 8" 
eaedem manebunt ut ante. Denique ex /, r’, r”; f", r, r' temporumque inter- 
vallis eruentur r,, t“ atque hinc valores novi ipsarum P', Q\ qui plerumque 
ab iis, quos hypothesia prima suppeditaverat, multo minus different, quam hi 
ipsi a valoribus primis ipsarum P, Q. Valores secundi ipsarum X , Y itaque 
multo minores erunt, quam primi, valoresque secundi ipsarum P , Q tamquam 
valores tertii ipsarum P, Q adoptabuntur, et cum his calculus denuo repetetur. 
Hoc igitur modo sicuti ex hypothesi secunda numeri exactiores resultaverant, 
quam ex prima, ita e tertia iterum exactiores resultabunt, quam e sectuida, pos- 
sentque valores tertii ipsarum P', Q tamquam quarti ipsarum P, Q adoptari, 
atque sic calculus toties repeti, usque dum ad hypotkesin perveniatur, in qua 
X et Y pro evanescentibus habere liceret: sed quoties kypothesis tertia nondum 
sufficiens videatur, valores ipsarum P, Q in hypothesi quarta adoptandos se- 
cundum methodum in artt. 120. 121. explicatam e tribus primis deducere prae- 
stabit, quo paeto approximatio celerior obtinebitur, raroque opus erit, ad hypo- 
thesin quintam progredi. 



148 . 

Quoties elementa c tribus observationibus derivanda adhuc penitus incog- 
nita sunt (cui casui methodus nostra imprimis accommodata est), in hypothesi prima 
ut iam monuimus pro P et Q valores approximati et 80” accipientur, ubi 
8 et 6" aliquantisper ex intervallis temporum non correctis derivandae sunt. Quo- 
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rum ratione ad intervalla correcta per |i:l et ja " : 1 resp. expressa, habebimus 
in hypothesi prima 

JT = log p — log p' + log r, — log ij ‘ 

Y = log p -J- log p — logi) — logi)" + Coinp.log co*/-(- Comp.log cos/ 

-f- Comp. log cos/" -j- 2 logr — log r — log r" 

Logarithmi quantitatum p, p' respectu partium reliquarum nullius sunt mo- 
menti; logr, et logr,", qui ambo Bunt positivi, in X aliquatenus se invicem 
destruunt, praesertim quoties temporum intervalla fere aequalia sunt, unde A’ 
valorem exiguum modo positivum modo negativum obtinet; contra in Y e j>ar- 
tibus negativis logr, et logr, compensatio quidem aliqua partium positivarum 
Comp. log cos/, Comp. log cos/ , Comp. log cos/" oritur, sed minus perfecta, 
plerumque enim hae illas notabiliter superant. De signo ipsius log T in genero 
nihil determinare licet 

Iam quoties motus heliocentrie.ua inter observationes modicus est, raro opus 
erit, usque ad hypothesin quartam progredi: plerumque tertia, saepius iam se- 
cunda praecisionem sufficientem praestabit, quin adeo interdum numeris ex ipsa 
hypothesi prima resultantibus acquiescere licebit Juvabit semper, ad maiorem 
miuoreinve praecisionis gradum, qua observationes gaudent, respicere: ingratum 
enim foret opus, in calculo praecisionem affectare centies milliesve maiorem ea 
quam observationes permittunt In his vero rebus iudicium per exercitationem 
frequentem practicam melius quam per praecepta acuitur, peritique facile acqui- 
rent facultatem quamlam, ubi consistere conveniat recte diiudicandi. 



149 . 

In ultima demum hypothesi elementa ipsa calculabuntur, vel ex f y r’, r”, 
vel ex r, r', perducendo scilicet ad finem calculum alterutrum, quem in 
hypothesibus antecedentibus tantummodo usque ad r, vel r," prosequi oportuerat: 
si utrumque perficere placuerit, harmonia numerorum resultantium novam totius 
laboris confirmationem suppeditabit. Attamen praestat, quamprimum 
erutae sunt, elementa e sola conibinatione loci primi cum tertio derivare, puta 
ex y", r, r" atque temporis intervallo, tandemque ad maiorem calculi certitudi- 
nem locum medium in orbita secundum elementa inventa determinare. 
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Hoc itaque modo sectionis conicae dimensiones innotescent, puta exeeutriei- 
tas, semiaxis maior sive seinipariuneter, positio perihelii respectu locorum helio- 
ceutriconiui ( ', ( 7 , < ■ ', motus medius, atque anomalia media pro epocha arbitraria, 
siquidem orbita elliptica eat, vel tempus transitus per perihelium, si orbita tit hy- 
pcrbolica vel parabolica. Superent itaque tantummodo, ut positio locorum helio- 
centrieorum in orbita respectu nodi ascendentis, positio huius nodi rcsjiectu puncti 
aequinoctialis, atque inclinatio orbitae ad eclipticam (vel aequatorem) determi- 
nentur. Haec omnia per solutionem unius trianguli sphaerici efficere licet. Sit 
fi longitudo nodi ast^endentis; t inclinatio orbitae ; // et >f argumenta latitudinis 
in observatione prima et tertia; denique / — fi = h, /* — fi = h . Exprimente 
iam in tigura quarta fi nodum ascendentem, trianguli fi, AC latera erunt AD — C, 
</, h, aiigulique his resp. oppositi t, ISO' — f, u. Habebimus itaque 

sin 4 i sin ( (// — J- /i) = sin j (.1 D — J)sin J (f >i) 
sin } i eos J {;) -| - h) = cos { (/I / > ' — Q sin 4 (y — «1 
cos ( i sin 4 {rj — h) == sin { (/I D — C)C*>x 4 (7 -j- ») 
cos 4 / cmis { (</ — h) = eosj(.l/> — ') cos 4 I 7 — 11) 

Duae primae aequationes dabunt {(</-(- /<) et sin 4 f, duae reliquae 4 (<j — //) 
et eos 4 1'; ex <j innotescet situs perihelii respectu nodi ascendentis, ex /t situs 
nodi in ecliptica; denique innotescet t, sinu et cosinu se mutuo confirmantibus. 
Ad eundem scopum pervenire possumus adiuinento trianguli fiA~C", ubi tan- 
tummodo iu formulis praecedentibus characteres //, h, A, C, 7, « in <j~, h , A", 
C", 7”, n mutare oportet. l"t toti labori adhuc alia continuatio concilietur, haud 
ahs re erit., calculum utroque modo perficere: unde si quae leviseulac differentiae 
inter valores ipsius 1, fi at(|ue longitudinis perihelii in orhitu prodeunt, valo- 
re* medios adoptare conveniet. Ituro tamen hae differentiae ad u"l vel 0 2 
ascendent, siquidem omnes calculi septem figuris deciumlibus accurate elaborati 
fuerant. 

Ceterum quoties loco eclipticae aequator tamipiam planum fuiidaiuentaic 
adoptatum est, nulla hinc iu calculo differentia orietur, nisi quod loco puncto- 
rum A , A intersectiones aequaturis cum circulis maximis A 11 , A fl~ acci- 
piendae sunt. 
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Progredimur iam sui illustrationem huius methodi per aliquot exempla co- 
piose explicanda, quae simul evidentissime ostendent, quam lati- pateat, et quam 
commode et expedite seinper tui finem exoptatum perducat *). 

Exemplum primum plancta novus luno nobis suppeditabit, ad quotn tinem 
observationes sequentes G reno vici factas et a eoi. Maskki.ynk nobisentn eomniu- 
n iratas eligimus. 

Teiup. ined. tirenov. .\9cons. reett app. I>ecl. au&tr. app. 

1804 Oct. 5. 10 k 51" 0’ 557“ 1 0 22 35 0*40 8' 

17 9 58 lll 355 4 3 »5,30 S 47 25 

27 0 1 G 4 1 355 II 10,95 10 2 29 

E tabulis Solaribus pro iisdem temporibus invenitur 

I..IMG.. di.taDtiH.it.-m. latitudc Scii. •*“**“ »l‘P* r 

raipticie 

-j-15'43 0,998983«, — 0”49 23*27’ 59'4$ 

4* 15,51 0,99539G8 4* 0,79 59,2« 

4*15,60 0,9925340 — 0,15 59,06 

( 'alculum ita ndstruemus, ne si orbita adime penitus incognita esset: quam- 
obrem loca lunouis a paiallaxi liberare non licebit, sed linnc ad loca terrae trnus* 
ferre oportebit. Primo itaque ipsa loca observata ab aequature ad eclipticam re- 
ducimus, adhibita obliquitati- apparenti-, unde prodit: 

Isingit. «|>|iar. lumini* L»Ul. H|>|utr. lunom- 

Oct. 5 354*44 54 27 — 4*59’3fa9 

17 352 34 44,5 1 —6 21 56,25 

27 351 34 51,57 — 7 17 52,70 

(Juni hoc calculo statim iungimns detenninationem longitudinis et latitudinis 
ipsius zrnith loci observationis in tribus observationibus: rectasccnsio quidem eum 

*) Mali* loquuntur, qui methodum aliquam alia magi* minus r<* exactam proimruiaut hia enim sola 

methodus problema solvisse censeri potest, per quam quemvis praecisionis imulum attingere saltem in po- 
testate eat. Quamobrem methodus alia alii eo tantum nomine palmam praeripit, quod eundem praensioni* 
gradum per aliam celerius minorique labore, per aliaiu tardius grarinriqne opera assequi lleet. 



longit. Sedis ab ae* 
quin, ajtpar. 

Oct. 6 1 9 2 29 5 3 7 2 

17 204 20 21,54 

27 214 16 52,21 , 
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rectascensione Iunonis convenit (quod observationes in ipso meridiano sunt factae), 
declinatio autem aequalis est altitudini poli = 5 1 " 28 39'. Ita obtinemus 

Long. ipsius zeuith latitudo 

4 6* 53' 

47 24 
47 36 

Iam ad normam praeceptorum in art. 72. traditorum determinabuntur terrae loci 
ficti in ipso plano eclipticae, in quibus corpus coeleste perinde apparuisset, atque 
in locis veris observationum. Hoc modo prodit, statuendo parallaxin Solis me- 
dinm = 8" 6 



Oct. 5 24* 29 

17 23 25 

27 I 23 1 





Reductio longit. 


Reductio distantiae 


, Reductio tcitipuris 


Oct 5 1 


— 22" 39 


+ 0,0003856 


— 0* 19 


17 


— 27, 21 


-f- 0,0002329 


— 0, 12 


27 


— 35, 82 


-f- 0,0002085 


— 0, 12 



Reductio temporis ideo tantum adiccta est, ut appareat, eam omnino insensibi- 
lem esse. 

Deinde omnes longitudines tum planetae tum terrae reducendae sunt ad 
aequinoctium vernale medium pro nliqua epocha, pro qua adoptabimus initium 
anui 1S05; subducta itaque nutatione adhuc adiicienda est praecessio, quae pro 
tribus observationibus resp. est 1187, 10*23, 8*86, ita ut pro observatione 
prima addere oporteat — 3*56, pro secunda — 3*28, pro tertia — 6’ 74. 

Denique longitudines et latitudines Iunonis ab aberratione fixarum purgan- 
dae sunt; sic per regulas notas iuvenitur, a longitudinibus resp. subtrahi debere 
19*12, 17*11, 14*82, latitudinibus vero addi 0*53, 1*18, 1*75, perquam 
additionem valores obsoluti dimiuutionetu patientur, quoniam latitudines australes 
tamquam negativae sjiectantur. 



151. 

Omnibus bisce reductionibus rite applicatis, vera problematis data ita se 
habent : 
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Observationum tempora ad meri- 
dianum Parisiuurn reducta. . . Oct. 5,458644 | 17,421885 27,393077 

Iunonis longitudines a, a, a". . . 354*44 3l”60 352°34'22"l2 35t*34’30’01 

latitudines 6 , 6 " — 4 59 31,06 —6 21 55,07 — 7 17 50,95 

longitudine-s terrae l,l,T . , . . 12 28 27,76 24 19 49,05 34 16 9,65 

logarithmi distantiarum R, R’, R’ 9,9996826 9,9980979 9,9969678 

Hiuc calculi art. 136. 137. numeros sequentes producunt 



7 , Y, 7 ' ; 196’ 0’ 8"38 191*58' 0"33 190*4l'40"l7 

8 , 8 ', i" 18 23 59,20 32 19 24,93 43 1 1 42,05 

logarithmi sinuum I 9,4991995 9,7281 105 9,8353631 

AD, AD', AD" 1232 6 26,44 213 12 29,82 209 43 7,47 

A"D, A"D\ AD". I 241 51 15,22 234 27 0,90 221 13 57,87 

i, «', t” 2 19 34,00 : 7 13 37,70 | 4 55 46,19 

logarithmi sinuum j 8,6083885 ! 9,0996915 | 8,9341440 

logainl» ! 8,7995259 

logco»l$ | i 9,9991357 j 

Porro secundum art. 138. habemus 

logtangfi 8, 9412494 n logtangC 9,l074080n 

logsin(a" — /") . . . . 9,7332391 n logsin(a — V) .... 9,6935181 « 

logcos(a" — V) . . . . 9,9247904 logcos(a — l ) .... 9,9393180 



Hinc 

log(tang 6 cos(a ’ — l ) — tang 6 cos(a — i)) = logjTsin t . . . 8,5786513 

logsin(a" — a) = log7’co»t 8,7423191 n 

Hinc t = 145*32’ 57*78 logT 8,8260683 

= 337 30 58,11 loggin(«+Y') .... 9,58 25441 n 

Denique 

log(tang 6 sin (a" — I) — tang 6 sin(a — i)) = logS .... 8,2033319« 

log TsinCt-j- 7 } - 8,4086124n 

unde logtang( 8 ’ — a). , 9,7947195 

6’ — 0 = 31*56’ 11*81, adeoque o = 0*23' 13'' 12. 

O. TH. M. 2 4 
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Secundum art. 140. fit 



A D — o 191*15 18 85 logsin . . 9,2904 352« logcos. . 9,9915661 u 

AD— i = 194 46 30,62 „ „ . . 9,4H75427n „ „ . . 9,9853301 11 

A~D — t~ — 196 39 33,17 „ „ . . 9,5050667u 

A D — 3'-(-a = 200 10 14,63 „ „ . . 9,5375909« 

AD'— i = 191 19 6,27 „ „ . . 9,2928554« 

A'D~— 4'-f- a = 189 17 46,06 „ „ . . 9,2062723« 

Hinc sequitur 

logo 9,5494437, o = -f- 0,3543592 

logi 9,8613533 



Formula 13. produceret logft = 9,8613531 , sed valorein illum praeferimus, 
quouiaiu sin(v47) — 3+o) maior est quam sin (AD — ?’-f- a). 

Porro fit per art. 141. 

3 logi/ sitld'. . . . 9,1766252 

log2 

loggino 7,829560 1 

7,3092153 adeoque loge = 2,6907847. 

log/, 9,66135 33 

logcosa 9,9999901 

9,8613632, unde - = 0,7267135. 

7 7 COi « 7 

Hinc emitur 

d = —1,3625052 

loge = 6,3929518« 

Denique per formulas art. 143. emitur 

log x ........ 0,0913394 ll 

log x ** 0,54 18957 n 

logX 0,4864480 n 

log)." 0,1 592352 n 
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15 2 . 

Calculis praei iminaribu» hoc modo absoluti», ad hypothesin primam trans- 
imus. Intervallum temporis (non correctum) inter observationem secundam et 
tertiam est dierum 9,971 102, inter primam et secundam 1 1,963241. Logarithmi 
horam numerorum sunt 0,9997471 et l,077S4S9, unde logO == 9,2343265, 
logi) = 9,3134303. Statuemus itaque ad hi/jiothenin primam 

x = logP = 0,0791018 
y = log Q = 8,5477588 



Hinc lit 

P — 1,1997804, /'-f-.i = 1,5541396, / J + i/ = —0,1027248 

loge 8,39295l6n 

log(P-fu) . . 0,1914900 
C.log(/ > -|-</). . 0,7865463 n 

logtangcu . . . 9,3729881, unde u>= -|- I 3*16 5 l”S9, io-f-3 = -j- 13*40 5"01. 

log<(4 8,5477598 

loge 2,6907847 

logsiuiu. . . . 9,3612147 

log Q c sin io . . 0,5997592 

Aequationi Qc sin tu sin 2 * = sin (z — 1 3 '4 0 5*0 l) paucis tentaminibus factis satis- 
fieri invenitur per valorem z == I4’35 4 90, unde iit logsinz = 9,4010744, 
logr = 0,3251340. Aequatio illa praeter hanc solutionem tres alias admittit, 
puta 

z = 32’ 2 28' 

Z = 137 27 59 
z = 193 4 18 

Tertiam leiicure oportet, quod sinz negativus evadit ; secundani, quod z maior 
fit quam 8; prima respondet approximationi ad orbitam terrae, de qua in art. 142. 
loquuti sumus. 

24 * 
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Porro habemus secundum art. 1 4 3. 



i B'sinV 

l°g b . % . . . 

i°g( p + a ) 

C. logsin (2 — 0) . . 


9,8648551 

0,1914900 

0,6103578 





0,6667029 


log^' 


0,0791018 





0,587601 1 



z-\-AD — 3'==z-f- 199°47' 1*5 1 = 2 I 4*22 6"4 1 ; logsin = 9,7518736 n 
z-\- AD" — 8 = s-f- 188 54 32,94 = 203 29 37,84; logsin = 9,6005923 n 



Hinc fit 






logp = 9,9270735 n 


log V 


= 0, 0226459« 


ac dein 






\ogq = 0,2930977 n 


logg 


= 0,2580086n 


unde prodit 






c = 203" 17 3 122 


logr 


= 0,3300178 


C’ = 210 10 58,88 


logr' 


= 0,3212819 


Denique per art. 14 4. obtinemus 






f(u"+u) = 205“ 1 8 10*53 
4 («'— u) = —3 14 2,02 

f = 3 48 14,66 






logsin 2/". . . . 9,1218791 


logsin 2 j . . 


. . 9,1218791 


logr 0,3300179 


logr" . . . . 


. . 0,3212819 


aiog"/- .... 9,3332971 


C. log n A r . . 


. . 9,4123989 


logsin2_/ .... 8,7851940 


log sin 2 f . 


. . 8,8555599 


2/ = 3*29' 46*03 


2/ 


= 4*6 43*28 


Aggregatum 2 f 2 f' hic a %f tantummodo 0*01 


differt. 



Iam ut tempora propter aberrationem corrigantur, distantias p, p’, p' 
per formulas art. 145. computare, ac dein per ipsas tempus 493* vel 0*005706 
multiplicare oportet. Ecce calculum 
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log r 0,33002 


logr'. . . . 


. . 0,32513 


log»*" 


. 0,32128 


logsin(riZ)'— C) . 9,23606 


log sin (8* — 


z) . 9,48384 logginfri”/)'— C ). 


, 9,61384 


C.logsinS. . . . 0,50080 


C.logsiuS’. 


. . 0,27189 


C. log sin 2" . . . 


. 0,16464 


logp 0,06688 


logp' . . . 


. . 0,08086 


lo gp" 


, 0,09976 


logeonst. .... 7,75633 




7,75633 




7,75633 


log reductionis . 7,82321 




7,83719 




7,85609 


reductio = 0,006656 




0,006874 




0,007179 


Observationum Tenij»<»u* rortecU 


Ioum valla 


Lotfurilbnu 




1. Oct. 5,45 1988 

II. 17,415011 

III. 27,385898 


1 1*963023 
9,970887 


1,0778409 

0,9987339 





Fiunt itaque logarithmi quantitatum 0, 6 correcti 9,2343153 et 9,3134223. 
Incipiendo iain determinationem elementorum ex /, r, r", 6 prodit logTj = 
0,0002285, perinde ex /', r, r', 0" fit logr," = 0,0003 1 9 1. Hunc calculum 
in Libri primi Sect. III. copiose explicatum hic apponere supersedemus. 

Tandem habemus per art 146. 



logft" 8,3134223 2logr' 0,0502680 

C.log6 0,7656847 G.logrr" .... 9,3487003 

logrj 0,0002285 logOft' 8,5477376 

0. logTj 1 * 9,9996809 C.logTjTi". . . . 9,9994524 

logi ,r . 0,0790164 C.logcog/ . . . 0,0002022 

C.logcos/ . . . 0,0009579 
G logeo»/". . . 0,0002797 
log Q 8,5475981 



E prima itaque hypothesi resultat A’ = — 0,0000854, I = — 0,0001607. 

153. 

In hyvothesi secunda ipsis P, Q eos ipsos valores tribuemus, quos in 
prima pro P\ Q' invenimus. Statuemus itaque 

x = log P = 0,0790164 
y = log@ = 8,5475981 
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Quum calculus hic prorsus eodem modo tractandus sit, ut in hypothesi 
prima, praecipua eius uiomeuta hic apposuisse sufficiet: 



U> 


. 1 3' 1 5' 38" 13 


C' . . . . 


. 210' 8 24 99 


U) -(- o. . . . 


. 13 38 51,25 


logr. . . 


. . . 0,3307676 


log Resimo. 


. . 0,5989389 


logr ' . . 


. . . 0,3222280 


Z 


. 14 33 19,00 


+ («"+«) 


. 205 22 15,58 


logr' . . . . 


. . 0,3259918 


1 («'—«) 


. —3 14 4,79 


log 7 • • • 


. . 0,6075193 


2/ • • ■ 


. . 7 34 53,32 


iog-„r . . . 


. . 0,5885029 


2/ ■ • • 


. . 3 29 0,18 


r 


203 16 38, 16 


2 f 


.. 4 5 53, 12 



Reductiones temporum propter aberrationem denuo computare operae haud 
pretium esset, vix enim 1 ab iis ijuas in hypothesi prima eruimus differant. 

Calculi ulteriores praebent logr, = 0,0002370, logr, " = 0,0003 1 73, unde 
deducitur 

logi^rz: (1,0790167, .V = -(-0,0000003 
log Q'= 9,54761 10, Y = + 0,0000129 

Hinc patet, quanto adhuc magis exacta sit hypothesi* secunda quam prima. 

154. 

Ne quidquam desiderandam relinquatur, adhuc tertiam hypotiiesin ex- 
truemtts , ubi rursus valeres ipsarum P\ Q in hypothesi secunda erutos tam- 
quam valores ipsarum Q adoptabimus. Statuendo itaque 

jr— log P — 0,0790167 
// = log Q = 8,54761 10 



praecipua calculi momenta haec inveniuntur: 

<u 1 3* 15 38*39 | : ’ 


210' % 2 5” 65 


u> -f- 0 . . . . 


. 13 38 51,51 


logr. . . . 


. . 0,3307640 


Ing^e sintu. 


. . 0,59895 4 2 


logr" . . . 


. . 0,3222239 


Z 


. 14 33 19.50 


1 ("'+«) • 


205 22 14,57 


logr' .... 


. . 0,3259878 


!(«"—«) . 


—3 11 1,78 


*w7 • • • 


. . 0,6675154 


2/ • • • • 


. 7 34 53,73 


b>g7 . . . 


. . 0,5884987 


2/ 


. 3 29 0,39 


r 

■» •••••• 


203 16 38,4 l 


2 r — 


. 4 5 53,34 
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Omnes lii numeri nb ii* quos liypothoais *ecun<la suppeditaverat tam parum 
differunt, ut certo concludere liceat, liypothesin tertiam nulla amplius correctione 
indigere *). Progredi itaque licet ad ipsam elementorum determinationem ex 
2/, r, r', H\ quam huc transscribere supersedemus, quum iam supra art. 97. 
exempli loco in extenso allata sit. Nihil itaque superest, nisi ut positionem plani 
orbitae ad normam art. 149. computemus, epochamque ad initium auni 1905 
transferamus. Calculus ille superstruendus est numeris sequentibus: 

A D ' — C = 9” 55 5 1 4 1 

f (i -f- it) = 202 19 13,955 

J (■* — u) = — 0 19 5,495 

unde derivamus 



*•(? + *)= 4 96° 43 I 4 62 

*(s? — A) = —4 37 24,41 
l « = 6 33 12,05 



Fit igitur h — 20 1*20’ 39"03, adeoque £). — l — h — 171*7' 49*73; porro 
g— 192*5' 50*21 , et proili, quum anomalia vera pro observatione prima in 
art. 97. inventa sit = 310*55 29*64, distantia perihelii a nodo ascendente in 
orbita = 24 TlO’ 20*57, longitudoque perihelii = 52*4 6’ 9*30; denique incli- 
natio orbitae = 13*6' 4 4 * 10 . — Si ad eundem calculum a loco tertio proficisci 
malumus, habemus 

A"l)‘—r- — 24*19' 35*25 

}(T "+“")== 196 24 54,99 

i( T *— «*) = —5 43 14,91 

Hinc elicitur 

1(//+ A ") = 21 1 243245 
l(g " — A*) =—1 1 43 48,49 
f» = 6 33 22,05 

atque, hinc longitudo nodi ascendentis =/ — A = 171 7 49 72, longitudo peri- 
helii = 52*19 9*30, inclinatio orbitae =!3“6 44*IO, prorsus eaedem ut ante. 

•) Si cslculiM perinde ut in hypothesibus sntwelentibus ad «nem perduceretur, prodiret X = 0, 
Y =s + «,0100603 , qui rslor tamquam evanescens considerandus est, et vix supra inceriitndlnem figurae 
decimali ultimae inbacmitrm rumyiU 
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Intervallum temporia ab observatione ultima usque ad initium anui 1805 
et dierum 64,614102; cui respondet motus heliocentricus medius 53293 66 
= 14’48' 13*66; liinc lit epocha anomaliae mediae pro initio anni 1805 in 
meridiano Parisino — 349*34' 12" 38, atque epocha longitudinis mediae = 
41*52' 21* 68. 



155. 

Quo clarius elucescat, quanta praecisione elementa inventa gaudeant, locum 
medium ex ipsis computabimus. Pro Oct 17,415011 anomalia media inveni- 
tur = 332*28 54*77, hinc vera 315*l’23”o2 atque logr' = 0,3259S77 (vid. 
exempla art. 13. 14.); illa aequalis esse deberet anomaliae verae in observatione 
prima auctae angulo 2 vel anomaliae verae in observatione tertia diminutae 
angulo i. e. = 3 1 S * 1 ' 2 2~9 8 ; logarithmus radii vectoris vero = 0,3259878: 
differentiae pro nihilo habendae sunt Si calculus pro observatione media usque 
ad lucum geoeentricum continuatur, numeri resultant ab observatione paucis tan- 
tum minuti secuudi partibus centesimis deviantes (art. 63.), quales differentiae ab 
erroribus inevitabilibus e tabularum praecisione limitata oriundis quasi absorbentur. 

Exemplum praecedens summa praecisione ideo tractavimus, ut appareat, 
quam facile per methodum nostram solutio quam accuratissima obtineri possit 
In ipsn praxi raro opus erit, hunc typum aeque anxie imitari: plerumque sufficiet, 
sex figuras decimalcs ubique adhibere, et in exemplo nostro secunda inm hypo- 
thesis praecisionem haud minorem, primaque praecisionem abunde sufficientem 
suppeditavisset. Haud ingratam fore lectoribus censemus comparationem ele- 
mentorum cx hypothesi tertia erutorum cum iis, quae prodeunt, si hypotliesis se- 
cunda vel adeo prima perinde tui eundem scopum adhibitae fuissent Haec tria 
elementorum systemata in schemate sequente exhibemus: 



Epocha longit med. 1 905 
Motus medius diurnus 
Perihelium 
<P 

Logar. semiaxis maioris 
Nodus ascendens 
Inclinatio orbitae 



ex bypotliefii III. 

I 41*52 21 68 
824" 7989 
j 52 18 9,30 
14 12 1,87 

0,4224389 
171 7 48,73 

13 6 44,10 | 



ex hyprshcxi II. 1 
41*52 18*40 
824*7983 
52 18 6,66 
I 4 I 1 59,94 
0,4224392 
171 7 49, 15 

13 6 45,12 I 



es hypotheai I. 
42*1 2 37 83 
823‘5025 
52 41 9,81 

I 4 24 27,49 
0,4228944 
171 5 48,86 

15 2 37,50 
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Computando locum lieliooentricum in orbita pro observatione media per 
secundum elementorum systema , invenitur error lognritlimi radii vectoris = 0, 
error longitudinis in orbita = 0"03; computando vero istum locum per systema 
ex hypothesi prima derivatum prodit error logarithmi radii vectoris = 0,0000002, 
error longitudinis in orbita = t”3 1. Continuando vero calculum usque ad locum 
geocentricum invenitur: 



ex hy ]*< -thesi II. ex byputbni I. 
Longitudo geocentrica 352*34 22 26 352*34 19 97 

Error 0,14 2, 1 5 

Latitudo geocentrica 6 21 55,06 0 21 54,47 

Error 0,01 0,60 



156. 

Exemplum secundum u Pallade sumemus, cuius observationes sequentes 
Mediolani factus e Commercio literario clar. r»E Zacii., Vol. XIV. pag. 90 excer- 
pimus: 



Tempus liveOium Metliol. 


Air. met» app. 


Declin. app. 


1805 Nov. 5. 14* 14* 4* 
Dec. 6. 11 51 27 

1806 Ion. 15. 8 50 36 


78*20 37 8 
73 S 49,8 
67 14 11,1 


27* 16 56 '7 Austr. 
32 52 44,3 
28 38 8,1 



Loco eclipticae hic aequatorem tamquam planum fundamentale accipiemus, 
calculoque ita defungemur, ac si orbita penitus adhuc incognita esset. Primo e 
tabulis Bolis pro temporibus propositis sequentia petimns: 



Nov. 5 
Dcc. fi 

lau. 1 5 



Longitudo Solis ab 
aequin. med. 



Distantia a terra 



Latitudo 

Solis 



223*14' 7"61 0,9904311 -f- o"59 

254 28 42,59 0,9846753 -(-0,12 

295 5 47,62 0,9838153 — 0,19 



Longitudines Solis, adiectis praecessionibus -(- 7 59, -}- 3”36, — 2 1 1 ad 
initium anni 1 806 reducimus, ac dein, adhibitu obliquitate media 23*27 53 53 

25 



Cl. TU. U. 
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latitudinumque ratione rite habita, ascensiones rectas et declinationes inde dedu- 
cimus. Ita invenimus 

Ascensio recta Solis Declinatio Solis 
Nov. 5 220*40 44 «5 1 5*49 4 3 '9 4 Austr. 

Dec. 6 253 9 23,26 22 33 39,45 

Ian. 15 297 2 51,1 1 21 & 12,98 

Hac positiones ad centrum terrae referuntur, adeoque parallaxi adiecta ad 
locum observationis reducendae sunt, quum positiones planetae a parallaxi pur- 
gare non liceat. Hectaseensiones ipsius zenith in hoc calculo adhilrendac cum 
rectascenaionibus planetae conveniunt (quoniam observationes in ipso meridiano 
sunt institutae), declinatio vero ubique erit altitudo poli = 45*28'. Hinc eruun- 
tur numeri sequentes: 

Asc. recta terrae Declinatio terrae Log. dist. a Sole 

Nov. 5 40*46'49"51 1 5*49' 48*59 Bor. | 9,9958375 

Dec. 0 73 9 23,26 22 33 42,83 9,9933099 

Ian. 15 1 17 2 46,09 21 8 17,29 9,9929259 

Loca observata Palladis a uutatione et aberratione fixarum liberanda, ac 
dein adiecta praecessione ad initium anni 1806 reducenda sunt. Hisce titulis 
sequentes correctiones positionibus ob*ervatis applicare oportebit: 

Observatio I. Observatio II. fi Observatio 111. 

! ^ 





Aar. r. DerL i Asc. r. 


Deci. A st*, r. 


Dfd. 


Nutatio 


— 1286 — 3 118 —13" 68 


— 3"42 — 13"06 

— 1,63 — 15,60 


— 3 75 


Aberratio 


— 18, 13 — 9,89 —21,51 


+ »,76 


Praecessio 


-f 5,13 6,62 -|- 2,55 


+ 0,39 — 1,51 


— 0,33 


Summn 


—25,56 —12,35 — 82,64 


— 4,66 —30, 17 


+ 6,68 


Hinc prodeunt positiones sequentes Pali ari is, calculo substruendae: 




T. m. Psrininuin Ane. recta 


Declinatio 






Nov. 5,574071 78*20 12"24 


— 27*17’ 9 05 






36,475035 73 8 16,16 


— 32 52 48,96 






76,349444 67 13 40,93 


—28 38 2,42 
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157. 

Primo nunc situm circulorum maximorum a locis heliocentricis terrae ad 
locos geocentricos planctae ductorum determinabimus. Intersectionibus horum 
circulorum cum ac qua tore, aut si mavis illorum nodis ascendentibus, characteres 
21, 21', 21" adscriptos concipimus, distantiasque punctorum fi, 13, B‘ ab his 
punctis per ii, A', A" designamus. In maiori operationum parte pro A, A', A’ 
iam 21, 21 , 21", et pro 8, 6 , 8" iam A, A', A” substituere oportebit; ubi vero 
A , A, A", 6, 8', 6" retinere oporteat, lector attentus vel nobis non monentibus 
facile intelliget. 

Calculo farto iam invenimus 



Ascens. recta punctorum 

21, 21, 21" 233*54' 57" 10 253* 8'57“01 276*40 25 '87 

f, T, j" [ 51 17 15,74 90 1 3,19 | 131 59 58,03 

A, A', A" 215 58 49,27 212 52 48,96 1 220 9 12,96 

8, 8, 8' . . | 56 26 34,19 55 26 31,79 69 10 57,84 

217), 21/)', 21 /)" .... 23 54 52,13 ! 30 18 3,25 29 8 43,32 

21"/), 2 VD\ 21 D" ... 33 3 26,35 31 59 21,14 22 20 6,91 

«, t, i I 47 1 54,69 89 34 57,17 ! 42 33 41,17 

logarithmi sinuum ... 9,8643525 9,9999885 9,8301910 

logsin 1 1 9,8478971 

logcosjc 9,8510614 



In calculo art. 138. pro l ascensio recta puncti 21 adhibebitur. Sic in- 
venitur 

logTsinf 8,4868236« 

log T cos f . ..... 9,2848162« 

Hinc t = 189*2'48'83, log T = 9,2902527; porro f-f- T = 279’3'52"02, 

logiS' 9,0 1 1 0566 n 

log 2* sin (<-|- f') . . 9,2S47950n 

unde A’ — <j = 208*l’55'64, atque o = 4*50'53"32. 

In formulis art. 140. pro a, b, ct - ipsos siu8, sinS', sino' retinere 
oportet, ct perinde in fonnulis art. 14 2. Ad hos calculos habemus 

25* 
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STO'— A" =171*50’ 8" 18 logsin .. 9,1523306 

* /)'— A =171 19 13,98 8,9954722 

2TD — A" = 172 54 13,39 9,0917972 

21 /JJ— A' + o= 175 52 56,49 8,8561520 

21 D " — A = 173 9 54,05 9,0755844 

21/)" — A' + 0= 174 18 11,27 8,9967978 

Hinc elicimus 

logx = 0,921 1850, logX = 0, 0812057n 

logx"= 0,81 12762 , log X" = 0,0319691n 

loga = 0,1099088, a = -f 1,2879790 

log/) = 0,1810404 

log^ = 0,0711314, unde fit logA = 0,1810402. 

Inter hos duos vulorcs tantum non aequales medium log/i = 0,1810403 adop- 
tabimus. Denique prodit 

loge = 1,0450295 

d = + 0,4489906 
loge = 9,2102894 

quo pacto calculi praeliminares absoluti sunt 

Temporis intervallum inter observationem secundam et tertiam est dierum 
39,874409, inter primam et secundam dierum 30,900961: hinc fit logO = 
9,8362757, log 8 = 9,7255533. Statuimus itaque ad hypothetrin primam 

x = log P = 9,8892776 
y = log^ = 9,5618290 
Praecipua dein calculi momenta haec prodeunt: 

U)— f o = 20*8’ 46’ 72 
log Qc siu ct> = 0,0282028 



logeos . . 9,9955759n 
9,9978629 u 
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Hinc fit valor verus ipsius z — 21’ 1 1 ' 2 4~30, atque logr' = 0,3509379. Tres 
reliqui valores ipsius z aequationi IV. art. 141. satisfacientes iu hoc casu fiunt 

z — 63*4112" 

* = 101 12 58 
Z = 199 24 7 

e quibus primus tamquam approximatio ad orbitam terrestrem spectandus est, 
cuius quidem aberratio, propter nimium temporis intervallum, longe hic maior 
est, quam in exemplo praecedente. — E calculo ulteriori Bequentes numeri 
resultant: 



r 


. . 195*12 2 48 


/>» 


. . 196 57 50,78 


lo g r 


. . . . 0,3647022 


lopf' 


. . . . 0,3355758 


*(«'+“) 


. . 266 47 50,47 


i(u' — u) 


. —43 39 5,33 


\f 


. . . 22 32 40,86 


J/ 


. . . 13 5 41, 17 


if 


. . . 9 27 0,05 



Differentiam inter if et 2 f\~if~ y quae hic est 0 36, inter 2 j et : 'ij " itii 
dispertiemur, ut statuamus if = 13*5’40"96, if = 9*26 59 90. 

Corrigenda iam sunt tempora propter aberrationem, ubi in formulis art. 145. 
statuendum est A D — C = «/J— A -f 4 — A’ D ' — C"= «*0— A'+ 9"— J". 

Habemus itaque 



logr 


0,36470 


logr' 


. 0,35094 


l«gr' 


. 0,33557 


logsin(/I/J' — 0.. 


9,76462 


l.sin(4' — z ) 


. 9,75038 


logsin(/l'7) — C”). 


. 9,84220 


C.logsino 


0,079 1 8 


C.logsinJ. 


. 0,08431 


U.logsin?” 


. 0,02932 


logeonst 


7,75633 


logeonst . 


. 7,75633 


logeonst 


, 7,75633 




7,96483 




7,94 196 




7,9634 2 


Reductio temporis 


0,009222 




0,008749 




0,009192 
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Hinc prodeunt 



Tempora wrrwta 


InterralU 


IoWftritliini 


Nov. 5,564852 


30,901434 


1,4899785 


36,466286 


76,340252 


39,873966 


1,6006894 



unde derivantur logarithmi correcti quantitatum 9, 0 resp. 9,8362708 atque 
9,7255599. Incipiendo dein calculum elementorum ex r', r', 2/, 6, prodit 
logi) = 0,0031921 , sicuti ex r, r', i/", 8 obtinemus logr,* = 0,0017300. 
Hinc Colligitur \ogP' — 9,89075 1 2 , log(>'= 9,57 1 2864 , adeoque 

X= + 0,0014736, Y= +0,0094574 
Praecipua momenta hypothecis secundae, in qua statuimus 

x = logP = 9,8907512 
y == \o%Q = 9,5712864 

haec sunt: 



tu -f- o ..... 


... 20* 8' 0 87 


log Q e. sin tu . . 


.... 0,0373071 


z 


... 21 12 6,09 


log» - '- 


.... 0,35071 10 


r . 


. . 195 16 59,90 


c 


. . 196 52 40,63 


lugr 


.... 0,3630642 


logf" 


.... 0,3369708 


*(«”+«) . . . 


. . 267 6 10,75 


i («"—«) . . . 


. — 43 39 4,00 


2/ 


... 22 32 8,69 


2/ 


... 13 1 54,65 


2 r 


... 9 30 14,38 



Differentia 0*34 inter 2 f' et ita distribuenda est, ut statuatur i/ — 

13* 1 54*45, 2/"= 9”30’ 14*24. 
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Si operae pretium videtur, correctiones temporum hic deuuo computare, 
invenietur pro observatione prima »,009169, pro secunda 0,008742, pro tertia 
0,009236, adeoque tempora correcta Nov. 5,564905 , Nov. 36,466293, Nov. 
76,340280. Hinc fit 



log& 


9,8362703 


logfc' 




logi 




logi" 




log P 




log£> 





Hoc itaque modo ex hypothesi secunda resultat 

A' = — 0,0000244, Y = — 0,0002271 
Denique in hypothesi tertia , in qua statuimus 
x = logjP = 9,8907268 
y = \ogQ = 9,5710593 
praecipuu calculi momenta ita se lialient: 



(U-f 3 


. . . 20’ 8' t "62 


logr' . . . . 


.... 0,3369536 


log Qc sinui . 


. . . . 0,0370857 


• 


. . . 267" 5' 53*09 


z 


. . . 21 12 4,60 


!(""—«) . 


. . . —43 39 4,19 


log r ’ 


. . . . 0,3507191 


2/ 


. . . . 22 32 7,67 


r 


. . 195 16 64,08 


2/ 


... 13 1 57,42 


r m 


. . 196 52 44,45 


2 f 


, .... 9 30 10,63 


logr 


. . . . 0,3630960 







Differentia o"3S hic ita distribuetur, ut sUtuatur 2/ = 13* 157’ 20, 2 J“ — 
9*30' 10’ 47*). 

Quum differentiae omnium horum numerorum ab iis, quos hypothesis se- 
cunda suppeditaverat, levissimae sint, tuto iam concludere licebit, hypothesin 

*) Uaecce differentia maiusmla , in nmnibiitiqut* liy}K*thr8ibn» Uutiiui non aequalis, a>l maximam 
partem inde orta est, quod 9 duabus fere partibus rentwimis minuti secundi iusto mfiior, lo®arithmusque 
ipsiua b aliquot unitatibus iuato maior erutus erat. 
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tertiam nulla amplius correctione opus habituram, adeoquc hypothesin novam 
superfluam esse. Quocirca nunc ad calculum elementorum ex 2/’, 6', r, r" 
progredi licebit: qui quum operationibus supra amplissime iam explicatis con- 
tineatur, elementa ipsa inde resultantia in eorum gratiam, qui proprio marte eum 
exsequi impient, hic apposuisse sufficiet: 

Ascensio recta nodi ascendentis in acquatore 158" 40' 38”93 

Inclinatio orbitae ad aequaturam 11424 9, 13 

Distantia perihelii a nodo illo ascendente 323 14 56,92 

Anomalia media pro epocha 1806 335 4 13,05 

Motus medius (sidereus) diurnus 770 2662 

14 9 3,91 

Logarithmus semiaxia maioris 0,4422438 



158. 

Duo exempla praecedentia occasionem nondum suppeditaverunt, methodum 
art. 120. in usum vocandi: hypotheses enim successivae tam rapide converge- 
bant, ut iam in secunda subsistere licuisset, tertiuquc a veritate vix sensibiliter 
aberraret. Revera hocce commodo semper frueiuur, quartaque hypothesi super- 
sedere poterimus, quoties motus heliocentricus modicus est, tresque radii vectores 
non nimis inaequales sunt, praesertim si insuper temporum intervalla paruin 
inter sc discrepant. Quanto magis autem problematis conditiones hinc recedunt, 
tanto fortius valores primi suppositi quantitatum Q a veris different, tanto- 
que lentius valores sequentes ad veros convergent. In tali itaque casu tres qui- 
dem primae hypotheses ita absolvendae sunt, uti duo exempla praecedentia mon- 
strant (ea sola differentia, quod iu hypothesi tertia non elementa ipsa, sed, per- 
inde ut in hypothesi prima et secunda, quantitates r ( , r ( ", P\ Q, X, Y com- 
putare oportet): dein vero haud amplias valores postremi ipsarum P , Q' tam- 
quam valores novi quantitatum P , Q in hypothesi quarta occipientur, sed hi 
per methodum art. 120. e comhinatione trium primarum hypothesium eruentur. 
Rarissime tunc opus erit, ad hypothesin quintam secundum praecepta art. 121. 
progredi. — lam hos quoque calculos exemplo illustrabimus, ex quo simul elu- 
cebit, quam late methodus nostra patent. 
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159. 

Ad exemplum tertium observationes sequentes Cereris eligimus, quarum 
prima Bremae a clar. Olbkrs, secunda Gottingae a clar. Haki>ino, tertia Lilien- 
thalii a clar. Bessel instituta est 



Tempus medium 


loci 


obaerrationis 


Asc. recta 


Drclin. boreal. 


1805 Sept. 


5. 


13‘ 


8" 


54' 


95' 


59' 


25" 


22’ 


21' 


25” 


1806 Ian. 


17. 


10 


58 


51 


101 


18 


40,6 


30 


21 


22,3 


1606 Maii 


23. 


10 


23 


53 


121 


56 


7 


28 


2 


45 



Quuin methodi, per quas parallaxis et aberrationis rationem habere licet, 
si distantiae a terra tamquam omnino incognitae spectantur, per duo exempla 
praecedentia abunde iam illustratae sint: superfluae laboris augmen lationi in hoc 
tertio exemplo renunciabiinus, distantiasque approximatas e Commercio litterario 
clar. dk Zach (Vol. XI. p. 284) [Gauss Werkc B. VI. 8. 261] eum in finem excer- 
pemus, ut observationes ab effectu parallaxis et aberrationis purgentur. Has 
distantias mia cum reductionibus inde derivatis tabula sequens exhibet: 



Distantia Cereris n terra . . . . 
Tempus, intra quod lumen ad 

terram descendit 

Tempus observationis reductum 
Tempus sidereum in gradibus . 
Parallaxis ascensionis rectae . . 
Parallaxis declinationis 



2,899 


1,638 2,964 


23" 49’ 


1 3“ 28' 24” 21* 


! k 45“ 5* 


10* 45“23’ 9 h 59”32* 


355* 55 


97' 59 210* 41' 


+ l"90 


+ 0'22 — 1'97 


— 2,08 i 


— 1,90 | — 2,04 



Problematis itaque data, postquam a parallaxi et aberratione liberata, tem- 
poraque ad meridianum Parisinum reducta sunt, ita se habent: 





Ak. I Kt» 


Declinatio 


1805 Sept. 


5. 


12* 


19” 


14* 


95 


’ 59' 


23” 10 


22° 


21' 


27 08 


1806 Ian. 


17. 


10 


15 


2 


101 


18 


40,38 


30 


21 


24,20 


1806 Maii 


23. 


9 


33 


18 


121 


56 


8,97 


28 


2 


47,04 



o. th. m. 26 
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Ex his ascensionibus rectis et declinationibus deductae sunt longitudines et 
latitudines adhibita obliquitate, eclipticae 23*27 55*90, 23*27 54*59, 23*27 53*27; 
dein longitudines a notatione purgatae sunt, quae resp. fuit -)- 17*31, -(- 1 7 88, 
4-18*00, posteaque ad initium anni 1806 reductae, applicata praecessione 
-f- 15*98, — 2*39, — 19*68. Denique pro temporibus reductis c tabulis excerpta 
Bunt loca Solis, ubi in longitudinibus nutatio praetermissa, contra praecessio per- 
inde ut longitudinibus Cereris adiecta est. Latitudo Solis omnino neglecta. Hoc 
modo numeri sequentes in calculo adhibendi resultaverunt: 

Tempus 1805. Sept. 5,51336 139,4271 1 265,39813 

0, a', o’ 95*32' 18*56 99*49' 5*87 ! 118* 5' 28*95 

6, 8', 6* I — 0 59 34,06 +7 16 36,80 +7 38 49,39 

1, r, T J 342 54 56,00 117 12 43,25 241 58 50,71 

logi?, logi?', logi?" 0,0031514 9,9929861 0,0056974 



Iam calculi praeliminares in artt. 136 ... 140. explicati sequentia suppe- 
ditant: 



T» 


t’» 


T* 


358’ 


55’ 


28" 


09 


156” 


52 


1 r 


49 


170“ 


4 8' 


44" 


79 


«, 




8" 


1 12 


37 


9. 


66 


18 


4S 


39, 


81 


123 


32 


52, 


13 


AD, 


AD', 


AD’ 


15 


32 


41 


40 


252 


42 


19, 


14 


136 


2 


22, 


36 


A"D , 


AD', 


AD’ 


138 


45 


4, 


60 


6 


26 




10 


358 


6 


57, 


00 


•» 




t' 


29 


18 


8, 


21 


170 


32 


59, 


06 


156 


9 


25, 


25 



o= 8*52' 4" 05 
loga = 0,l840193n 

logii = 0,0040987 

loge = 2,0066735 

d = 1 17,50873 
loge = 0,8568244 

logx = 0,1611012 

logx"= 9,977081 9 n 
logX = 9,9 164090 n 

logfc"= 9,73201 27 n 



a = — 1,5276340 
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Intervallum temporis inter observationem primani et secundam est dierum 
133,91375, inter secundani et tertiam 125,97102: hinefit logO = 0,3358520, 
logO”= 0,3624066, log ~ = 0,0265546 , log66" = 0,6982586. Ium prae- 
cipua momenta hypothesiuin trium primarum deinceps formatarum in conspectu 
sequenti exhibemus: 



1 


I. 


11. 


IU. 




logP = X 


0,0265546 


0,0256968 


0,0256275 


log Q — y 


0,6982586 


0,7390190 


0,7481055 


u> -+- a 


7' 1 5' 1 3’ 523 


7* 1 4 47*139 


7* 1 4' 45*071 


log Q cain co ; 


1,154665011 


l,1973925n 


l,2066327n 


z 


7” 3 59 018 


7* 2' 32*870 


7* 2' 1 6*900 


logr’ 


0,41 14726 


0,4129371 


0,4132107 


c 


I60*10'46*74 


160*20' 7’ 8 2 


160*22’ 9*42 


C" 


262 6 1,03 


262 12 18,26 


262 14 19,49 


logr 


0,4323934 


0,4291773 


0,4284841 


logr' 


0,4094712 


0,4071975 


0,4064697 


*(«"+“) 


262*55 23" 22 


262*57' 6*83 


262*57' 31* 1 7 


i(»'— u) 


273 28 50,95 


273 29 15,06 


273 29 19,56 


2/ 


62 34 28,40 


62 49 56,50 


62 53 57,06 


2 f 


31 8 30,03 


31 15 59,09 


31 18 13,83 


if 


31 25 58,43 


31 33 57,32 


31 35 43,32 


logTj 


0,0202496 


0,0203158 


0,0203494 


logT)" 


0^021 1074 


0,0212429 


0,0212751 


lo gP' 


0,0256968 


0,0256275 


0,0256289 


log Q' 


0,7390190 


0,7481055 


| 0,7502337 


X 


— 0,0008578 


— 0,0000693 


-f 0,00000 14 


Y 


i -f 0,0407604 


: -(-0,0090865 


-(-0,0021282 



lam designando tres vnlores ipsius X per A, A, A ; tres valores ipsius Y 
per B, B\ B~\ quotientes e divisione quantitatum AB" — AU , AB — A B , 
AB' — AB per earundem aggregatum ortos resp. per k , k , k , ita ut habeatur 
jfc _(_ fc' — i ( denique valores ipsorum log P et log Q in hypothesi tertia per 
M et N (qui forent valores novi ipsarum x, y, si hypothesin quartam perinde e 
tertia derivare conveniret, ut tertia e secunda derivata fuerat): e formulis art. 120. 

26 * 
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facile colligitur, valorem correctum ipsius z fieri = M — k(A -f- A ) — IcA , 
valoremque coiTectum ipsius y = N — k (B - fi") — Uli . Calculo facto prior 
eruitur = 0, 0256331, posterior = 0,7509143. Hisce valoribus correctis iam 
hypothexin quartani superstruimus, cuius praecipua momenta haec sunt; 



IO -f- o . . . 


. . 7*14 45*247 1 


logr’’ . . . 


. . 0 


,4062033 


log e sinto 


. . 1,209428411 


+(«*+“) • 


262' 


'57' 


39 79 




. . 7* 2 12"736 


I !(»■—“)• 


273 


29 


20,73 


logr’ . . . 


. . 0,4132817 


2f .... 


. 62 


55 


16,64 


r 

v, 


160*22’45"38 


2/ .... 


. 31 


19 


1,49 


c* 


262 15 3,90 


2 r — 


. 31 


36 


15,20 


logr. . . . 


. . 0,4282792 











Inter 2/' et 27 + 2/ (liflferenfia 0"05 emergit, quam ita distribuemus, 
ut statuamus 2/ = 31* 19' 1*47 , 2 f = 31*36’ 15" 17. Quodsi iam e duobus 
locis extremis elementa ipsa determinantur, sequentes numeri resultant: 



Anomalia vera pro loco primo 299* 7 39 75 

Anomalia vera pro loco tertio 352 25 6, 39 

Anomalia media pro loco primo 297 41 35,65 

Anomalia media pro loco tertia 353 15 22,49 

Motus medius diurnus sidereus 769 6755 

Anomalia media pro initio anni 1806 322*35 52 51 

Angulus if 4 37 57,79 

Logarithmus semiaxis maioris 0,4424661 



Computando ex hisce elementis locum heliocentricum pro tempore obser- 
vationis mediae, invenitur anomalia media 326* 19’ 25* 72, logarithmus radii 
vectoris 0,4132825, anomalia vera 320*43 54 87: haecce distare deberet ab 
anomalia vera pro loco primo differentia 2 /’, sive ab anomalia vera pro loco 
tertio differentia 2/, adeoque fieri deberet = 320*43'54"92, sicuti logarithmus 
radii vectoris = 0,4132917: differentia 0"05 in anomalia vera, octoque unita- 
tum in isto logarithmo nullius momenti censenda est. 

Si hypothesis quarta eodem modo ad finem perduceretur, ut tres praece- 
dentes, prodiret X = o, Y = — 0,0000168, unde valores correcti ipsarum 
z, y hi colligerentur 
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x = logP = 0,025633 1 (idem ut in hypothesi quarta) 
y = log^ = 0,75089 1 7 

Quibus valoribus ai hypothesis quinta auperatrueretur, solutio ultimam quam ta- 
bulae permittunt praecisionem nancisceretur: sed elementa hinc resultantia vix 
sensibiliter ab iis discreparent, quae hypotheaia quarta suggessit 

Ut elementa completa habeantur, nihil iam superent, nisi ut situs plani or- 
bitae computetur. Ad normam praeceptorum art, 14 9. hic prodit 

c loco primo e loco tertio 

g 354° 9 44 22 g " . . 57* 5' 0 91 

h 261 56 6,94 h" . . 161 0 1,61 

t . . . 10 37 33,02 10 37 33,00 

& 80 58 49,06 .,... 80 58 49,10 

Distantia perihelii a nodo ascendente . 65 2 4,47 65 2 4,52 

Longitudo perihelii 146 0 53,53 146 0 53,62 

Sumto itaque medio statuetur t = 10 ' 37 33 0 1 , £1 = 80° 58 4 9 08, longitudo 
perihelii = 146 0 53 57. Denique longitudo media pro initio anni 1806 erit 
= 108*36 46*08. 



160. 

In expositione methodi, cui disquisitiones praecedentes dicatae fuerunt, in 
quosdam casus speciales incidimus, ubi applicationem non patitur, saltem non in 
forma ea, in qua a nobis exhibita est. Hunc defectum locum habere vidimus: 
primo , quoties aliquis trium locorum geocentri coram vel cum loco respondente 
heliocentrico terrae, vel cum puncto opposito coincidit (casus posterior 
manifesto tunc tantum occurrere potest, ubi corpus coeleste inter Solem 
et terram transiit); 

secundo, quoties locus geocen triens primus corporis coelestis cuui tertio coincidit; 
tertio, q uoties omnes tres loci geocentrici una cum loco heliocentrico terrae secundo 
in eodem circulo maximo siti sunt, 

Iu casu primo situs alicuius circulorum maximorum A B, AB, A" B" 
indeterminatus manebit, in secundo atque tertio situs puncti B *. In hisce itaque 
casibus methodi supra expositao, per quas, si quantitates P, Q tamquam cognitae 
spectantur, e locis gcocentricis heliocentricos determinare docuimus, vim suam 
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perdunt: attamen discrimen essentiale hic notandum est, scilicet in casu primo 
hic defectus soli methodo attribuendus erit, in casu secundo et tertio autem ipsius 
problematis naturae; in casu primo itaque ista determinatio utique effici poterit, 
si modo methodus apte varietur, in secundo ct tertio autem absolute impossibilis 
erit, locique helioccntrici indeterminati manebunt Haud pigebit, hasce relationes 
paucis evolvere: omnia vero, quae ad hoc argumentum pertinent exhaurire eo 
minus e re esset, quod in omnibus his casibus specialibus orbitae determinatio 
exacta impossibilis est, ubi a levissimis observationum erroribus enormiter affi- 
ceretur. Idem defectus etiamnum valebit, quoties observationes haud quidem 
exacte, attamen proxime ad aliquem horum casuum referuntur: qtmmobrem in 
eligendis observationibus huc respiciendum, probeque cavendum est, ne adhibeatur 
ullus locus, ubi corpus coeleste simul in viciniis nodi atque oppositionis vel con- 
iunctionis versatur, neque observationes tales, ubi corpus coeleste in ultima ad 
eundem locum geocentrioum proxime rediit, quem in prima occupaverat, neque 
demum tales, ubi circulus maximus a loco lieliocentrico te nae medio ad locum 
geocentricuin medium corporis coelestis ductus angulum acutissimum cum dire- 
ctione motus gcoccntrici format, atque locum primum et tertium quasi stringit. 

161 . 

Caxux primi tres subdivisiones faciemus. 

I. Si punctum B cum A vel cum puncto opposito coincidit, erit 6 = 0 
vel = 180*; f? *'» ! atque puncta D, D indeterminata erunt; contra f , 7 > * 
atque puncta I), B * determinata; punctum C necessario coincidet cum A. 
Per ratiocinia, iis, quae in art. 140. tradita sunt, analogo, facile elicietur aequatio 
haecce: 

- sin — v U »inS' lio (A" D — 1") » 

0 — " lias 

Omnia itaque, quae in artt. 141. 14 2. exposita sunt, etiam huc transferre licebit, 
si modo statuatur a — 0, atque b per ipsam aequationem 1 2. art. 1 40. deter- 
minetur, quantitatesque z, r', "J , % perinde ut supra computabuntur, lam 
simulae z adeoque situs puncti C innotuit, assignare licebit situm circuli 
maximi CC', huius intersectionem cum circulo uiaximo AB" L e. punctum C ", 
et proin arcus CC, CC", C‘C’ sive ‘if, 1/, 2/: hinc deuique habebitur 

nV' sint/* » n'r' sin 2 f 

r n ‘sin If 1 H*’*3nj7 r 
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II. Ad oasuiu outn, ubi punctum B cum A vel cum puncto opposito 
ooincidit, omnia quae modo tradidimus transferre licet, si modo omnia, quae ad 
locum primum spectant, cum iis, qune ad tertium referuntur, permutantur. 

III. Paullo aliter vero casum cum tractare oportet, ubi B' vel cum A' 
vel cum puncto opposito coincidib Hic punctura C' c.uiu A coincidet; f', «, s* 
punctaque 1), D “ , /f* indeterminata erunt: contra assignari poterit intersectio 
circuli maximi B B" cum ecliptica *), cuius longitudo ponatur = I’-f- n. Per 
ratiocinia, iis, quae in art. 140. evoluta sunt, similia, eruetur aequatio 



/tsre«idn(.4"B'— »') 



IJ U ) . ' ' StlJ Ti . " 



Designemus coefficientem ipsius «, qui convenit cum a art. 140., per eundem 
characterem a, cotffficientemque ipsius « V per 8: ipsum a hic etiam per 
formulam 



determinare licet. Habemus itaque 
his combinata 






— /) 

0 — on-f- 8 nV-j- n\ 



emergit 



P+n T 



qua aequatione cum 

+ r'* + iQ = 0 



unde distantiam r’ elicere poterimus, siquidem non fuerit 8 = 0, in quo casu 
nihil aliud illinc sequeretur, nisi P = — a. Ceterum etiamsi non fuerit 8 = 0 
(ubi ad casum tertium in art. sequ. considerandum delabcremur), tamen semper 
8 quantitas perexigua erit, adeoque P parum a — a differre debebit: hinc vero 
manifestum est, determinationem conficientis valde lubricatu fieri, neque 

adeo r ulla praecisione determinabilem esse. 

Porro habebimus " r = , * « = — : dein simili modo 

ut in art. 143. facile evolventur aequationes 



r sin (C 



• . H r «1DY • /»" 

rsinC = — . . > 8in(r — l ) 

M DUC V / 

- • r" nr* sin? • /»» 

rsrnC = — -yr.^nn (I— 1) 
— AD") = r"P*" l - 1( "sin (C* — A“D) 

»10 J ' 



*) Generalius, cum circulo maximo A A": sed brevitatis esuua cum tantummodo CMum hic conii- 
derirous. ubi ecliptica tamquam planum fundamentale accipitur 
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e quarum combinatione cum aequatt VIII. et IX. art. 1 4 3., quantitates r, C, r”, C 
determinare licebit. Calculi operationes reliquae cum supra descriptis convenient. 



1 62. 

In casu secundo, ubi B" cum B coincidit, etiam D' cum iisdem vel 
cum puncto opposito coincidet Erunt itaque AI>' — 3 et A"D' — 3" vel — 0 
vel = 180': unde ex aequationibus art. 143. derivamus 



• *in«' R §in$ 

— sitlT ' sin (i +A‘D—l') 



= +! 



/CVint* 

BainS mne 'sin(z-j-A'D'' — 3 ) = PIPain 3" sin c sin (z -f- A D — 3 ) 



Hinc manifestum est, 2 , indepeudenter a Q, per solam P determinabilem 
esse (nisi forte fuerit A D' = AD vel = AD A 180’, ubi ad casum tertium 
dehiberemur) : inventa autem z, innotescet edam r, et proin adiumento valorum 
quantitatum etiam ", et ” , ; hinc denique etiam 



«=»»+?- 



i r- 



Manifesto igitur, P et Q tamquam data ab invicem imkpendentia considerari 
nequeunt, sed vel unicum tantummodo datum exhibebunt, vel data incongrua. 
Ritus punctorum C, C in hoc casu arbitrarius manebit, si modo in eodem circulo 
maximo cum C capiantur. 

In casu tertio, ubi A, B, B, B' in eodeiu circulo maximo iaccnt, D et D’ 
resp. cum puuetis If, B, vel cum punctis oppositis coincident: hinc e combina- 
tione aequationum VII. VIII. IX. art. 143. colligitur 

p -R ginfta int* l) 

* — jR\inl w siaV /Tuiu {f—1) 

In hoc itaque casu valor ipsius P, per ipsa problematis data iain habetur, adeo- 
que positio punctorum C, C, C" indeterminata manebit 



163. 

Methodus, quam inde ab art 136. exposuimus, praecipue quidem deter- 
minationi primae orbitae penitus adhuc incognitae accommodata est: attamen suc- 
cessu aeque felici tunc quoque in usum vocatur, ubi de correctione orbitae proxime 
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iam cognitae per tres observationes quantumvis ab invicem distantes agitur. In 
tali autem casu quaedam immutare conveniet. Scilicet quoties observationes mo- 

n rt 

tum helioeentrieum permagnum complectuntur, haud amplius licebit, (J atque 
06" tamquam valores approxiniatos quantitatum P, Q considerare: quin potius 
ex elementis proxime cognitis valores multo magis exacti elici poterunt Calcula- 
buntur itaque levi calamo per ista elemeuta pro tribus observationum temporibus 
loca helioceutriea in orbita, unde designando anomalias veras per e, radios 

vectores per r, r, r", seuiiparametrum per p, prodibunt valores approximari 
sequentes: 

p rsin(e' — t) q ir^sinMr'— «Onin t^'* — »') 

— ■r'j , ^ peMUr*’— - r) 

His itaque hypothesis prima superstruetur, paulluluinque ad libitum immutatis 
secunda et tertia: haud enim e re esset, P' et Q' hic pro novis valoribus adoptare 
(uti supra fecimus), quum hos valores magis exactos evadere haud amplius sup- 
ponere liceat. Hac ratione omnes tres hypotheses commodissime simul absolvi 
poterunt: quarta dein secundum praecepta art. 120. formabitur. Ceterum haud 
abnuemus, si quis unam alteram ve decem methodorum in artt. 1 24 ... 1 29. expo- 
sitarum in tali casu si uon magis tamen aeque fere expeditam existimet, ideoque 
iu usum vocare malit. 



a. TH. M. 
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SECTIO SECUNDA 

Determinatio orbitae e quatuor observationibus, quarum duae tantum completae sunt. 

164 . 

liun in ipso limine Libri secundi (art. 1 15.) declaravimus, usum problema- 
tis in Sect. praec. pertractati ad eas orbitas limitari, quarum inclinatio nec eva- 
nescit, nec nimis exigua est, detenniuationemque orbitarum parum inclinatarum 
necessario quatuor observationibus superstrui debere. Quatuor autem observa- 
tiones completae, quum octo aequationibus aequivaleant, iuc.ognitarumque nume- 
rus ad sex tantum ascendat, problema plus quam determinatum redderent: qua- 
propter a duabus observationibus latitudines (sive declinationes) seponere opor- 
tebit, ut datis reliquis exacte satisfieri possit. Sic oritur problema, cui haec Sec- 
tio dicata erit: solutio autem, quam hic trademus, non solum ad orbitas parum 
inclinatas patebit, sed etiam ad orbitas inclinationis quantumvis magnae pari suc- 
cessu applicari poterit. Etiam hic, perinde ut in problemate Sect. praec., casum 
eum, ubi orbitae dimensiones approximatae iam in potestate sunt, segregare opor- 
tet a determinatione prima orbitae penitus adhuc incognitae: ab illo initium fa- 
ciemus. 



165 . 

Methodus simplicissima, orbitam proxime iam cognitam quatuor observa- 
tionibus adaptandi, haec esse videtur. Sint jr, y distantiae approximatae cor- 
poris coelestis u terra in duabus observationibus completis: harum adiumento 
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computentur loci respondentes helioeentriei, atque hinc ipsa elementa: ex his 
dein elementis longitudines vel ascensiones rectae geocentricae pro duabus reli- 
quis observationibus. Quae si forte cum observatis conveniunt, elementa nulla 
amplius correctione egebunt: sin minus, differentiae X, Y notabuntur, idetn- 
que calculus iterum bis repetetur, valoribus ipsarum x, y paulluluin mutatis. 
Ita prodibunt tria systemata valorum quantitatum x, y atque differentiarum 
Y, Jt, unde per praecepta art. 1 20. valores correcti quantitatum z, y eruentur, 
quibus valores X = 0, Y — 0 respondebunt. Calculo itaque simili huic quarto 
systemati superstructo elementa emergent, per quae omnes quatuor observationes 
rite repraesentabuntur. 

Ceterum, siquidem eligendi potestas datur, eas observationes completas 
retinere praestabit, e quibus situm orbitae nmxima praecisione determinare licet, 
proin duas observationes extremas, quoties motum ludiocentricum 90 graduum 
minoremve complectuntur. Sin vero praecisione aequali non gaudent, earum 
latitudines vel declinationes sepones, quas minus exactas esse suspicaberis. 

166 . 

Ad determinationem primam orbitae penitus adhuc incognitae e quatuor 
observationibus necessario eiusmodi positiones adhibendae erunt, quae motum 
belioccntricum non nimis magnum complectuntur: alioquin enim careremus sub- 
sidiis ad npproximationciu primam commode formandam. Methodus tamon ea 
quam gtatim trudemus extensione tam lata gaudet, ut absque haesitatione obser- 
vationes motum heliocentricuin 30 vel 40 graduum complectentes in usum 
vocare lieeat, si modo distantiae a Sole non nimis inaequales fuerint: quoties eli- 
gendi copia datur, temporum intervalla inter primam et secundam, secundam et 
tertiam, tertiam et quartam ab aequalitate parum recedentia accipere iuvabit. 
Sed hoc quoquo respectu anxietate nimia haud opus erit, uti exemplum subnexum 
monstrabit, ubi temporum intervalla sunt 48, 55 et 59 dierum, motusque 
helioccntricus ultra 50\ 

Porro solutio nostra requirit, ut completae sint observatio secunda et tertia, 
adeoque latitudines vel declinationes in observationibus extremis negligantur. 
Supra quidem monuimus, praecisionis maioris gratia plerumque praestare, si ele- 
menta duabus observationibus extremis completis, atque intermediarum longitu- 
dinibus vel ascensionibus rectis accommodentur: attamen in pruna orbitae deter- 

27* 
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minatione huic lucro renuntiavisse haud poenitebit, quum approximatio expedi- 
tissima longe maioris momenti sit, iacturainque illam, quae praecipue tantum in 
longitudinem nodi atque inclinationem orbitae cadit, elemcntaqne reliqua vix 
sensibiliter afticiat, postea facile explere liceat. 

Brevitatis caussa methodi expositionem ita adornabimus, ut omnes locos 
ad eclipticam referamus, adeoque quatuor longitudines cum duabus latitudinibus 
datas essi' supponemus: attamen quoiuam in formulis nostris ad terrae latitudinem 
quoque respicietur, sponte ad cum casum transferri poterunt, ubi aequator tam- 
quam planum fundamentale accipitur, si modo ascensiones rectae ac declinationes 
in locum longitudinum et latitudinum substituuntur. 

Ceterum respectu nutationis, praecessionis et para) laxis, nec non aberra- 
tionis, omnia quae in Sectione praee. exposuimus etiam hic valent: nisi itaque 
distantiae approximatae a terra aliunde iatn innotuerunt, ut respectu aberrationis 
methodum I. art. 118. in usum vocare liceat, loca observata initio tantum ab 
aberratione fixarum purgabuntur, temporaque corrigentur, quamprimum inter 
calculi decursum distantiarum determinatio approximata in potestatem venit, uti 
infra clarius elucebit. 



167. 

Solutionis expositioni signorum praecipuorum indicem praemittimus. Erunt 

nobis 

t, t\ t~ quatuor observationum tempora 

а, a', a", a corporis coelestis longitudines geoeentricae 

б, 6’, 6", 6" eiusdem latitudines 

r, r', r", r“ distantiae a Sole 

p, p , p , p” distantiae a terra 

l, 1', V , V' terrae longitudines heliocentricae 
B, B\ B", B ” terrae latitudines heliocentricae 
B, R\ R", R~ terrae distantiae a Sole. 

(nOl), («12), (»23), («02), («13) areae duplicatae triangulorum, quae resp. 
inter Solem atquo corporis coelestis locum primum et secundum, secun- 
dum et tertium, tertium et quartum, primum et tertium, secundum et 
quartum continentur. 
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(— -) , (r !, quotientes e divisione arearum J-(nOt), f(n!2), J (n 23) 

per areas sectorum respondentium oriundi. 

p' (»U) I)" (»u) 

(»»i) ? o»»s) 

n' |(»®I) + (»U) .1 •» n - /{|.I1) + (»JS) l 

v — ! l l r » v — \ (i* is) — *J r 

v , t’ , r" corporis coelestis longitudines in orbita a puncto arbitrario 
numeratae. 

Denique pro observatione secunda et tertia locos heliocentricos terrae iu 
sphaera coelesti per A, A' denotabimus, locos geoccntricog corporis coelestis 
per B\ B\ eiusdemque locos heliocentricos per C, C". 

His ita intellectis negotium primum porinde ut in problemate Sect. praec. 
(art. 136.) consistet in determinatione situs circulorum maximorum A'CB\ 
A'C’B " , quorum inclinationes ad eclipticam per -f , f” designamus: cum hoc 
calculo simul iungetur determinatio arcuum AB' = d’, AB" — 8". Ilinc mani- 
festo erit 

r' = y/(p’p'-|- 2 p7?'cos8-|- R‘R') 
r"= y/(p'p”-|- 2p“f¥"cos8’-(-i^"ir) 

sive statuendo p’-|- j?cosi'= x, p'-f-/f”cosS = x", It uiuZ — a , R"nni"— a", 
r' = ^(x'x-\- a' a ) 
r"= ^{x"x"-\ -o"a”) 

168. 

Combinando aequationes 1. et 2. art. 1 1 2., prodeunt in gignis disquisitionis 
praesentis aequationes sequentes: 

0 = (n 1 2)R cos B siu(l — a) — (n02) (p'cos6'sin(a' — a) -f- B ' cos /i 'sin (/' — a)) 

-f- («0l)(p“cos6 sin(o" — a) R" cos/i sin (/' — a)) 

0 = (n 23) (p’ cos 6 'sin (a " — a ) -)- R(iQnB&m{a~ — l')) 

— (n 1 3) (p"cos 6"sin (a” — a" ) -)- /fcoa ZTsin (a’"— T)) -f- (n 1 2) R"co» B ”sin(a"' — 1"‘) 



Digitized by Google 




214 



LIBER II. SECTIO II. 



Hae aequationes, statuendo 



-R'co* B # fiin {!'—») 


R' cosS’ = b' 


coB6'sin(*' — «) 


R" cos 1?’ hin (a"*-— f * ) 
— **) 


2? cos 6 — b' 


R'cmB' & io (* m —V) 
C4»s€ r 8in (a** — a 7 ) 


R cos 3 = x 


R " cos /i" sin (/" — a) 


R cos® '= x” 


cos. 6 " t>in (a " — a) 


R cr.R h sin |7 — n) 
co*6%in (a* — o) 


= X 


R m cos B m sin (a m — l m ) 


= X“ 


cog ? * sin (a '* — a 7 ) 


cos6'shi (*' — z) 

cos 6 " sin (a " — a) 


= (i 


co*? "sin {i"’ — a") 
cos ? ' sin (* M — * ') 


= s* 



omuibusque rite reductis, transeunt in sequentes 



j^w±a =x>x>u >- 



1+ 



(*V+« V) 1 



, 9 " 



= z'-±- x'-(- X~P* 



(x^x^+aWy 

sive, statuendo insuper 

— x' — XP' = c\ |i'(l+P') = ef 
— x’ — X’P’= e', p'( I -j-P") = d" 

in hasce 

d'(x’+b') 



I. x’= e'-j- 



t+ 



31 



H. x' = c- 



i + 



(«V-f »'»')* 

<T (*’+&’) 

<T 

(x"x"+o"o")‘ 
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Adiwnento harum duarum aequationum x' et x" ex b', e, d\ Q\ a ", b", 
e", d ", Q", determinari poterunt Quodsi qniilem x vel x inde eliminanda 
esset, ad aequationem ordinis permagni delaberemur: attamen per methodos in- 
directas incognitarum x\ x valores ex illis aequationibus forma non mutata satis 
expedite elicientur. Plerumque valores incognitarum approximati iam prodeunt, 
si primo Q' atque Q" negliguntur; scilicet 

x >_ c"+d“(b”+ c') + d'd"b' 

'•+4'<y+c”) + A , d"b" 
x — ~d’d" ~ 



Quamprimum autem valor approximntus alterutrius incognitae habetur, valores 
aequationibus exacte satisfacientes facillime elicientur. Sit scilicet ; ’ valor ap- 
proximatus ipsius x, quo in aequatione I. substituto prodeat x’ = perinde 

substituto x’—l" in aequatione II. prodeat inde x = X'\ repetantur eaedem 
operationes, substituendo pro r in I. valorem alium unde prodeat 

x = 5 — |— v", quo valore in II. substituto prodeat inde x — X'-f- N\ Tuin 
valor correctus ipsius x erit 



valorque correctus ipsius 



= r+ 



rv-xv _ 

.v^>’ 



&'.V-XV 
— ... 1- 

Ti — v 



5> + 



if-xy 

A"— v' 



Si operae pretium videtur, cum valore correcto ipsius x alioque levius mutato 
eaedem operationes repetentur, donec valores ipsarum x, x aequationibus I., II. 
exacte satisfacientes prodierint Ceteram analystae vel mediocriter tantum exer- 
citato subsidia calculum contrahendi haud deerant 

Tn his operationibus quantitates irrationales (x'x'-j- a a )*, (x "x*-\- a a' )^ 
commode calculantur per introductionem arcuum z’, z , quorum tangentes resp. 
sunt unde fit 



-o’a’) = r' = 
\/(x"x"-\- a"o’) — r"= 



a' _ r' 

lito#' «57* 

a" __ x* 

sio z " co»;* 
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Hi arcus auxiliares, quos inter 0 et ISO" accipere oportet, ut r', r" positivi 
evadant, manifesto cum arcubus CB\ C~B ' identici erunt, unde patet, hacce 
ratione non modo r et r", sed etiam situm punctorum C , C“ innotescere. 

Haecce determinatio quantitatum x, x" requirit, ut a', a”, b\ ii, c, e”, 
</', d\ Q, Q" cognitae sint, quarum quantitatum quatuor primae quidem per 
problematis data habentur, quatuor sequentes autem a P , P” pendent. Iam 
quantitates P', P”, Q, Q~, exacte quidem nondum determinari possunt; attamen 
quum habeatur 



m. p = 

IV. P — 

v. e = 

VI. Q~= 



. (*!?') 

«— t folt) 

t“-t ' . (nM ) 

P— t" (T) 11) 

i kk(i-t) (i— *'). £ 






r r 

rV* 



l 

(U 0 1} (*j r)««J(r"— r") 

i 

(i) n) (t) u) ci | *Kr 1 ’— r')cosl (»"* — v'} em 1 l v* J — v *) 



statim adsunt approximati 




quibus calculus primus superstruetur. 



169. 

Absoluto calculo art praec. ante omnia arcum C’C" determinare opor- 
tebit. Quod fiet commodissime, si antea perinde ut in art 137. intersectio D 
circulorum maximorum AC‘B , A"(fB", mutuaque inclinatio t eruta fuerit: 
invenietur dein ex t, CD = z ~j- BD , atque C'D = z-\-B"D , per formulas 
easdem quas in art 144. tradidimus, non modo C'C’= v — v\ sed etiam 
anguli («’, u"), sub quibus circuli maximi A' B', A" B" circulum maximum 
C*C* secant 

Postquam arcus v" — v’ inventus est, v' — » et r eruentur e combina- 
tione aequationum 



p 
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rsin (r — v ) 
r sin (d' — o e" — p') 



f"lin(F* — »') 
p» 



_ i + P' r'ain (v"— J) 

~ * C 



et perinde r' atque »"* — v" e combinatione harum 
r'“8in(v’” — v") 



(r'»iii(r" — r') 

P 



r‘"siu(p” — v"-|-p' — »') = ~Jr ■ r 



Omnes nnmeri hoc modo inventi exacti forent, si ab initio a raloribus veris ipsa- 
rum P\ P", Q , Q proficisci licuisset: tumque situm plani orbitae perinde ut 
in art 149. vel ex AC, u et 7 ', vel ex A"C, u" et 7 " determinare con- 
veniret, ipsasque orbitae dimensiones vel ex r', r", t', t', et v — p', vel, quod 
exactius est, ex r, r", <, et v~ — p. Sed in calculo primo haec omnia prae- 
teribimus, atque in id potissimum incumbemus, ut valores magis approxiinatos pro 
quantitatibus P , P\ Q, Q" obtineamus. Hunc finem assequemur, si per me- 
thodum inde ab art. 89. expositam 

ex t, r', v' — p, t' —t eliciamus (vj 0 1) 

r, r", p"— p', t"—t' (tjU) 

r”, r", p“ — p', t~ — t" (tj23) 

Has quantitates, nec non valores ipsarum r, r’ , r", r”, cos | (w — p) etc. in for- 
mulis 1H . . . VI. substituemus, unde valores ipsarum P, Q', P", ^"resultabunt 
multo magis exacti quam ii, quibus hypothesis prima superstructa erat Cum 
illis itaque hypothesis secunda formabitur, quae si prorsus eodem modo ut prima 
ad finem perducatur, valores ipsarum P\ Q', P‘, Q" multo adhuc exactiores 
suppeditabit, atque sic ad hypothesin tertiam deducet. Hae operationes tam diu 
iterabuntur, donec valores ipsarum P', Q', P", Q" nulla amplias correctione 
opus habere videantur, quod recte indicare exercitatio frequens mox docebit 
Quoties motos heliocentricus parvus est, plerumque prima hypothesis illos valores 
iam satis exacte subministrat: si vero ille arcum maiorem complectitur, si insuper 
temporum intervalla ab aequalitate notabiliter recedunt, hypothesibus pluries 
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repetitis opus erit; iu tali vero casu hypotheses primae magnam calculi praecisi- 
onem haud postulant. In ultima denique hypothesi elementa ipsa ita ut modo 
indicavimus determinabuntur. 



170 . 

In hypothesi prima quidem temporibus non correctis <, t, t", t* uti opor- 
tebit, quum distantias a terra computare nondum liceat: simulae vero valores 
approximari quantitatum x\ x innotuerunt, illas distantias quoque proxime 
determinare poterimus. Attamen quum formulae pro p et p” hic paullo com- 
plicatiores evadant, computum correctionis temporum eousque differre conveniet, 
ubi distantiarum valores satis praecisi evaserunt, ne calculo repetito opus sit. 
Quminobrem e re erit, hanc operationem iis valoribus quantitatum x, x super- 
struere, ad quas hypothesis penultima produxit, ita ut ultima demum hypothesis 
a valoribus correctis temporum atque quantitatum P', P’ } Q, Q' proficiscatur. 
Eoce formulas, ad hunc finem in usum vocandas: 

VII. p' = x’ — Acos? 

VIII. 4= x" — A "cos 8* 

IX. pcos6 = — II cos Ii cos (a — t) 

-j gj-( p cos6'cos(a' — a) -f- /i cos ZJcosfZ — a)) 

H' + £) 

— j? (p' cos 8 " cos (a” — a) -f- H cos B ~ cos (Z" — a)) 

X. psinfi = — Asinii -( ; + siu6 -|- A sini!') 

P '('+£) 

— p,(p sin 6”-f- A"sin A”j) 

XI. p" cos6 ”= — A“' cos A" oos(a“ — /"") 

-J- — (p* cos 6 "cos (a" — «")-)- A "cos A "cos (a " — T )) 

'T+&) 

— p»(p cos6cos(a" — * ) + A cos A’ cos (a” — Z')) 

XII. p sm6 = — A sinA -l ^-^gs-^p sin8“4- A"«in A") 

— p» (p «in i A «in B ' ) 
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Formulae IX . . . XII. nnllo negotio ex aeqnationibus l, 2, 3 art. 112. derivan- 
tur, si modo characteres illic adhibiti in eos quibus hic utimur rite convertuntur. 
Manifesto formulae multo simpliciores evadunt, si /1 , B , B evanescunt. E 
oombinatiuue formularum IX. et X. non modo p sed etiam i , et perinde ex 
XI. et XII. praeter p etiam 6 demanat: valores harum latitudinum eum 
observatis (calculum non ingredientibns) , siquidem datae sunt, comparati osten- 
dent, quonam praecisionis gradu latitudines extremae per elementa sex reliquis 
datis adaptata repraesentari possint. 



171. 

Exemplum ad illustrationem huius disquisitionis a Venta desumere conve- 
niet, quae inter omnes planetas recentissime detectos inclinatione ad eclipticam 
minima gaudet*). Eligimus observationes sequentes Bremae, Parisiis, Lilien- 
thalii et Mediolani ab astronomia elarr.Oi.BER8, Bouvard, Besskl et Ori ani institutas: 



Tcinpus med. 


Vici observationis 


Ameeusio 


rrrta 


DecHumtio 


1807 Martii 


30. 12‘ 33” 17’ 


183* 52 


40" 8 


1 1* 54’ 27" 


Bor. 


Maii 


17. 8 16 5 


i 178 36 


42,3 


11 39 46, 8 


. • 


Tuiti 


11. 10 30 19 


189 49 


7,7 


3 9 10, 1 


Bor. 


Sept. 


8, 7 22 16 


212 50 


3,4 


8 38 17, 0 


Austr. 



Pro iisdem temporibus e tabulis motuum Solis inveuimus 



Lonirit Solis ab 
aequin. apj». 


Notatio 

I 1 


IOetantia a (arra 


Latitudo Solis 


Ohliqaitaa rclipt. 
apparans 


Martii 30 


9’ 21’ 59” 5 


10' 8 


0,9996448 


+ 0"23 


23*27' 5 0° 8 2 


Maii 17 


55 56 20, 0 


+ ‘6,2 


1,0719789 


— 0, 63 


49,83 


Iulii 1 1 


108 34 53, 3 


-H- 17,3 


1,0 165795 


— 0, 46 


49,19 


Sept. 8 


165 8 57, 1 


+ ‘6,7 ; 


1,0067421 


+ 0,29 


49,26 



•) Nihilominus haeo inaliaatio Mtuimuon satis ronsidsrabili» «t, ut orbitas dstarmiaalMueni sutis 

tuto atque exacte tritnui observationibus superstruere licem t: rercra elementa prima, quae hoc tnodo ex 
observationibus ti tantum diebus ad iavieem distantibus dedtioU eradat (vi<L vox 2 a cb Moniti . Corremp.» 
Vul. XV. p. 6'i». 18®7 luni) (Gacm Werke B. VI. S. 285], proxime iam accedunt ad ea, quae hic ex obmer* 
vatiouibus quatuor, ui diebus ad invicem dissitis, derivabuntur. 
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lam loca observata planetae, adhibita eclipticae obliquitate apparente, in 
longitudines et latitudines conversa, a nutatione et aberratione lixarum purgata, 
tandemque demta praecessione ad initium anni 1807 reducta sunt, dein e locis 
8olis ad normam praeceptorum art 72. derivata sunt loca terrae licta (ut paral- 
laxis ratio habeatur), longitudinesque demta nutatione et praecessione ad eandem 
epocham translatae ; tandem tempora ab initio anni numerata et ad meridianum 
Parainum reducta. Hoc modo orti, sunt numeri sequentes: 

t, t\ t", t~ I 89,505162 137,344502 192,419502 251,288102 

a, a', a", a" 1 78*43' 38"87 174* l'30"08 I 87*45' 42"23 j 213*34' 15"63 

8, 6', 6 "’ j 12 27 6,16 10 8 7,80 6 47 25,51 4 20 21,63 

/, l, l", l" 189 21 33,71 235 56 0,63 288 35 20,32 345 9 18,69 

logg K,R,R',R~ 9,9997990 0,0051376 0,0071739 0,0030625 

Hinc deducimus 

168*32 41*34, 8 = 62*23' 4'88, loge' = 9,9526104 

T '= 173 5 15,68, 8'= 100 45 1,40, loga"= 9,9994839 

6 = — 11,009449, * = — 1,083306, logi. =0,0728800, log|i = 9,7 1 39702n 
b"= s — 2,082036, x"= +6,322006, log X"= 0,07985 1 2n, logp"= 9,8387061 
AD— 37*17' 5 l"50, AD = 89*24' 11*84, «== 9*5' 5*48 

B'D — — 25 5 13,38, B'D = — 11 20 49,56 

His calculis praelimiuaribus absolutis, hypothe*in primam aggredimur. E tem- 
porum intervallis elidimus 



logifc(t'— t) = 9,9153666 
log k(t" — t') = 9,9765359 
1 ogfc(t" — <*)= 0,0054651 

atque hinc valores primos approximatos 

log P' = 0,0 6 1 1 7 log(l-|-P) = 0,33269 log Q' = 9,59087 

log P"= 9,97107 log(l+.P")= 0,28681 log Q'= 9,68097 
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hinc porro 

e'= — 7,68361 log<f = 0,04666 n 
c— + 2,20771 log<f= 0,12552 

Hisce valoribus, paucis tentaminibus factis, solutio sequens aequationum I. II. 
elicitur: 

* = 2,04856 z' = 23*38 17" logr = 0,34951 

*'= 1,95745 Z = 27 2 0 logr '= 0,34 194 

Ex z, z atque t eruimus C C = v" — p = 17*7’5”: hinc v' — v, r, v“ — 1 >”, r" 
per aequationes sequentes determinandae erunt: 

logrsin(o’ — v) = 9,74942 logrsin(t>’ — t> + 17*7'5") = 0,07500 

logr”ain(o” — v") = 9,64729 logr”sin(p" — t>"+ 1 7*7' 5’) = 0,10733 
unde eruimus 

v'—v — 14*14’ 32' logr = 0,35865 
v~ — v“= 16 48 33 logr”= 0,33887 

Denique invenitur log(nOl) = 0,00426, log(n 1 2) = 0,00599, log(«23) = 
0,00711, atque hinc valores correcti ipsarum P, P', Q\ Q". 

logP = 0,05944 log^'= 9,60374 

,,logP"= 9,97219 log#'= 9,69581 

quibus hypolhcsis secunda superstruenda erit. Huius praecipua momenta ita se 

habent: 



c = 


— 7,67820 


log ei*= 0,045736n 




c = 


+ 2,21061 


log<f'= 0,126054 


*V 


X = 


2,03308 


z’= 23*47' 54" 


logr'= 0,346747 


X = 


1,94290 


z”= 27 12 25 


logr'= 0,339373 


CC*= 


v' — v‘= 17 


*8’ 0* 




v — v = 


14*21' 36' 


logr = 0,354687 




V ” — v~= 


18 50 43 


logr"= 0,334564 




log(n0l) = 


0,004359 


log(tl 12) = 0,006102 


log(n 23) = 0,007280 
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Hinc prodeunt valores denuo correcti ipsarum P, P", Q\ 

log P' — 0,050426 log0' = 9,604749 

logP’= 9,972249 Iog<?'= 9,697564 

quibus m «i tertiam hypothesrn progredimnr, nnmeri sequentes veswltant: 

c'=— 7,67815 loge/ = 0,045729 n 

ef = -(-2,2 1076 logeT= 0,126082 

X =. 2,03255 z = 23*48’ 14’ logr’= 0,346653 

x— 1,94235 z" = 27 12 49 logr '= 0,339276 

0 'C = e" — v' — 17*84 
V — v — 14*21' 49" logr = 0,354522 

v‘" — v"= 18 51 7 logr '= 0,334290 

log(n0l) = 0,004363 log(n 1 2) = 0,006 1 06 log(n 23) = 0,007290 

Quodsi iani ad normam praeceptorum ort. praec. distantiae a terra supputantur, 
prodit: 

p' = 1,5635 p" = 2,1319 

logpex»? = 0,09876 logp”cos6””= 0,42842 

logpsin6= 9,44252 Iogp”sin6"’= 9,30905 

t = 12*26’ 4 0* <T= 4*20'39" 

logp = 0,10909 logp”= 0,4 2967 

Hinc inveniuntur 





1 

CotiertiuuM 


T«*m|x>r* forrxvU 




temporum 


I 


0,007335 


89,437827 


ii ! 


; 0,008921 


135,335581 


iii 


0,012165 


192,407337 


IV 


0,015346 


251,272756 
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ande prodeunt valores quantitatum P', P", (/, Q" dentio correcti 
logP = 0,059415 !og</ = 9,604782 

• k)gP‘= 9,972253 ]og#”= 9,697887 

Tandem «i hisce valoribus novis hi/fxithesix quarta formatur, numeri sequentes 

prodeunt: 



(•■ = 


—7,6781 16 


logrf' = 


0,045723n 




«"= 


-t- 2, 2 10773 


log</"= 


0,126084 




* = 


2,032473 


z' = 


23*48' t 6 "7 


logr*= 0,346638 


* — 


1,94226 1 


z" = 


27 12 51,7 


logr '= 0,339263 


v" »'= 


17* 8 51 


l (*"-+- *) = 


176 7 M 5 


*(«' — u) = 4*3» 23*6 


v' — * s 


14 tl 51,9 


logr = 


0,354503 




II 

t 

1 

**> 


18 51 9,5 


log r~— 


0,334263 





Hi numeri ab iis, quos hypothesis tertia suppeditaverat, tam parum differunt, ut 
iam tuto ad ipsorum elementorum determinationem progredi liceat. Primo aitum 
plani orbitae eruimus. Per praecepta art. 1 49. invenitur ex y, u atque AC = 
i' — z', inclinatio orbitae = 7’814”8, longitudo nodi ascendentia 103°16'37"2, 
argumentum latitudini» in observatione secunda 94*36 4 9, adeoque longitudo 
in orbita 197*52’ 42 1; perinde ex y"» u" atque — z elicitur incli- 

natio orbitao =7“8't4'8, longitudo ntxli ascendentis 103* 16. 37**5, argumen- 
tum latitudinis in observatione tertia 1 1 1 " 4 4' 9*7, adeoque longitudo in orbita 
215*0 4 7 2. Hinc erit longitudo in orbita pro observatione prima 183*30’50”2, 
pro quarta 233*5l'56”7. Quodsi iam ex t~ — t, r, r atque v“ — v == 50°216 5 
orbitae diineusioncs determinantur, prodit 



Anomalia vera pro loco primo 293*33 4 3 7. 

Anomalia vera pro loco quarto 343 54 50,2 

Hinc longitudo perihelii* 249 57 6,5 

Anomalia media pro loco primo 302333 2, 6 

Anomalia media pro loco quarto 346 32 25,2 

Motus medius diurnus sidereus 978 7216 
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Anomalia media pro initio anni 1807 278' 1 3 39’ 1 

Longitudo media pro eadem epocha 168 10 45,6 

Angulos f 5 2 58, 1 

Logarithmus semiaxia maioris 0,372898 



8i secundum haecce elementa pro temporibus t, t\ t”, t~ correctis loca 
planetae geocentrica computantur, quatuor longitudines cum a, a’, a*, a”, duae- 
que latitudines intermediae cum 6 ,6' ad unam minuti secundi partem decimam 
conspirant; latitudines extremae vero prodeunt 12’26’43'7 atque]} 4*20'40'l, 
illa 22'4 errans defectu, hacc 18*5 excessu. Attamen si manentibus elemen- 
tis reliquis tantummodo inclinatio orbitae 6' augeatur, longitudoque nodi 4 40” 
diminuatur, errores inter omnes latitudines distributi ad pauca minuta secunda 
deprimentur, longitudinesque levissimis tantum erroribus afficientur, qui et ipsi 
propemodum ad nihilum reducentur, si insuper epocha longitudinis 2* diminuatur. 
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Determinatio orbitae observationibus quutcunque quam proxime satisfacientis. 

172. 

Si observationes astronoinicae ceterique numeri, quibus orbitarum computus 
innititur, absoluta praecisione gauderent, elementa quoque, sive tribus observatio- 
nibus sive quatuor superstructa fuerint, absolute exacta statim prodirent (quatenus 
quidem motus secundum leges Kkpj.kiu exacte, fieri supponitur), adeoque accitis 
aliis aliisque observationibus confirmari tantum possent, haud corrigi. Verum 
enim vero quum omnes mensnrationes atque observationes nostrae nihil sint nisi 
approxiruationes ad veritatem, idemque de omnibus calculis illis innitentibus va- 
lere debeat, scopum suminum omnium computorum circa phaenomena concreta 
institutorum in eo ponere oportebit, ut ad veritatem quam proxime fieri potest 
accedamus. Hoc autem aliter fieri nequit, nisi per idoneam oombinationem ob- 
servationum plurium , quam quot ad determinationem quantitatum incognitarum 
absolute requiruntur. Hoc negotium tunc demum suscipere licebit, quando orbi- 
tae cognitio approximata iam innotuit, quae dein ita rectificanda est, ut omnibus 
observationibus quam exactissime satisfaciat Etiamsi haec expressio aliquid vagi 
implicare videatur, tamen infra principia tradentur, secundum quae problema so- 
lutioni legitimae ac methodicae subii cietur. 

Praecisionem summam ambire tunc tantummodo operae pretium esse potest, 
quando orbitae determinandae postrema quasi manus apponenda est Contra 
quamdiu spes affulget, mox novas observationes novis correctionibus occasionem 
o. tu. u. 29 
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datura» esse, prout res fert plus minusvc ab extrema praecisione remittere conve- 
niet, si tali modo operationum prolixitatem notabiliter sublevare licet. Nos ittri- 
que casui consulere studebimus. 



173. 

Maximi imprimis momenti est, ut singulae corporis coelestis positiones geo- 
centricae, quibus orbitam superstruere propositum est, uou ex observationibus 
solitariis petitae sint, sed si fieri potest e pluribus ita combinatis, ut errores forte 
commissi quantum licet sese mutuo destruxerint. Observationes scilicet tales, 
quae paucorum dierum intervallo ab invicem distnnt — vel adeo prout res fert 
intervallo 1 5 aut 20 dierum — in calculo non adhibendae erunt tamquam tot- 
idem positiones diversae, sed potius positio unica inde derivabitur, quae inter 
cunctas quasi media est, adeoque praecisionem longe maiorem admittit, quam 
observationes singulae seorsim consideratae. Quod negotium sequentibus princi- 
piis innititur. 

Corporis coelestis loca geocentriea ex elementis approximatis calculata a 
locis veris parum discrepare, differentiaeque inter liaec et illa mutationes lentissi- 
mas tantum subire debent, ita ut intra paucorum dierum decursum propemodum 
pro constantibus haberi queant, vel saltem variationes tamquam temporibus pri*- 
portionales spectandae sint. Si itaque observationes ab omni errore immunes 
essent, differentiae inter locos observatos temporibus /, f, f, f utc. respondentes, 
eosque qui ex clementis computati sunt, i. e. differentiae tum longitudinum tum 
latitudinum, sive tum ascensionum rectarum tum declinationum, observatarum a 
computatis, forent quantitates vel Bensibiliter aequales, vel saltem uniformiter 
leutissiincque increscentes aut decrescentes. Kespotuleant e. g. illis temporibus 
ascensiones rectae observatae a, a, a”, a~ etc. , computatae autem sint a-(-4, 
a-f-o’, a"-|-o", a’-f-4"etc.; tunc differentiae 4, 4, 4", 4” etc. a veris elemento- 
rum deviatiouibus eatenus tantum discrepabunt, quatenus observationes ipsae 
sunt erroneae: si itaque illas deviationes pro omnibus istis observationibus tam- 
quam constantes spectare licet, exhibebunt, quantitates 4, 4’, i", 4” etc. totidem 
determinationes diversas eiusdem magnitudinis, pro cuius valore correcto itaque 
assumere conveniet medium arithmeticum inter illas determinatioiies, quatenus 
quidem nulla adest ratio, cur unam altenunve praeferamus. Sin vero observatio- 
nibus singulis idem praecisionis gradus haud attribuendus videtur, supponamus 
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praecisionis gradum tu singulis resp. proportionalem aestimandum esse numeris 
e, e", e" e te-., i. e. errores his numeris reeiproce proportionales in observationi- 
bus aeque facile committi potuisse; tum secundum principia infra tradenda valor 




ascensionibus rectis veris assumere licebit resp. a-j-5 — A, a-J-o — A, a' -(-3” — A, 
— A, tumque arbitrarium erit, quanam in calculo utamur. Quodsi vero 
vel observationes temporis intervallo nimis magno ab invicem distant, aut si or- 
bitae elementa satis approximat» nondum innotuerant, itu ut non licuerit, horum 
deviationes tamquam constantes pro observationibus cunctis spectare, facile per- 
spicietur, aliam hinc differentiam non oriri, nisi quod deviatio media sic inventa 
non tam omnibus observationibus communis supponenda erit, quum potius ad 
tempus medium quoddatn referenda, quod perinde e singulis temporum momentis 
singulis deviationibus, adeoque generaliter ad tempus 
Si itaque summam praecisionem appetere placet, pro 
entricum ex elementis computare, ae dein ab errore 
medio A liberare oportebit, ut positio quam accuratissima emergat: plerumque 
tamen abunde sufficiet, si error medius ad observationem tempori medio proxi- 
mam referatur. Quae hic de ascensionibus rectis diximus, perinde de declinatio- 
nibus, aut si mavis dc longitudinibus et latitudinibns valent: attamen semper 
praestabit, immediate ascensiones rectas et declinationes ex elementis compntatas 
cum observatis comparare ; sic enim non modo calculum magis expeditum lucra- 
mur, praesertim si methodis in artt 53. ..60. expositis utimur, sed co insuper 
titulo illa ratio sc commendat, quod observationes incompletas quoque in usum 
vocare licet, praetereaqne si omnia ad longitudines et latitudines referrentur me- 
tuendum esset, ne observatio quoad ascensionem recte, quoad declinationem male 
instituta (vel viee versa) ab utraque juirte depravetur, ntque sic prorsus iuntilia 
evadat. — Ceterum gradus praecisionis medio ita invento attribuendus secundum 
principia mox explicanda erit = ^(ee -f- ee'-\- ee"-\-e"e -|- etc.), ita ut quatuor 
vel novem observationes aeque exactae requirantur, si medium praecisione dupla 
vel tripla gaudere debet, et sic porro. 



derivare oportet, ut A ex 

- etr. 

f f f t** t** cie. 

eodem tempore locum geo» 



I 74. 

Si corporis coelestis orbita secundum methodos in Sectionibus praecc. traditas 

29* 
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e tritius quatuorve positionibus geocentricis talibus determinata est, quae ipsae 
singulae ad liorinain art. ]>raec. e compluribus observationibus petitae fuerant, 
orbita ista inter omnes has ce observationes medium quasi tenebit, neque in dif- 
ferentiis inter locos observatos et caleulatos ullum ordini» vestigium remanebit» 
quod per elementorum correctionem tollere vel sensibiliter extenuare liceret, lam 
quoties tota observationum copia intervallum temporis uon nimis magnum com- 
plectitur, hoc modo consensum exoptatissimum elementorum cum omnibus obser- 
vationibus assequi licebit, si modo tres quatuorve positiones quasi normales scite 
eligantur. Iu determinandis orbitis cometarum planetarumve novorum, quorum 
observationes annum unum uonduui egrediuntur, ista ratione plerumque tantum 
proficiemus, quantum ipsa rei natura permittit. Quoties itaque orbita determi- 
nanda angulo considerabili versus eclipticam inclinata est, in genere tribus obser- 
vationibus superstruetur, quas quam remotissimas ab invicem eligemus: si vero 
hoc pacto in aliquem casuum supra exclusorum fartt. 160 ... 162 .) fortuito incide- 
remus, aut quoties orbitae inclinatio nimis parva videtur, determinationem ex 
positionibus quntuor praeferemus, quas itidem quam remotissimns ab invicem 
accipiemus. 

Quando autem iam adest observationum series longior jilures annos com- 
plectens, plures inde positiones normales derivari poterunt: quamobrem praecisioni 
maximae male consuleremus, si ad orbitae determinationem tres tantum quatuorve 
positiones exeeqieremus, omuesque reliquas omnino negligeremus. Quin potius in 
tali casu, si summam praecisionem assequi propositum est, operatu dabimus, ut 
positiones exquisitas quam plurimas congeramus, atque in usum vocemus. Tunc 
itaque aderunt data plura, quam ad incognitarum determinationem requirantur: 
sed omnia ista data erroribus utut exiguis obnoxia erunt, ita ut generaliter im- 
possibile sit, omnibus ex asse satisfacere, lam quum nulla adsit ratio, cur ex 
hisce datis sex haec vel illa tamquam absolute exacta consideremus, sed potius, 
secundum probabilitatis principia, in cunctis promiscue errores maiores vel mino- 
res neque possibiles supponere oporteat; porro quum generaliter loquendo errores 
leviores saepius committantur quam graviores; manifestum est, orbitam talem, 
quae dum sex dati» ad amussim satisfacit a reliquis plus minusve deviat, princi- 
piis calculi probabilitatis minus consentaneam censendnm esse, quam aliam, quae 
dum ab illis quoque sex datis aliquantulum discrepat, consensum tanto meliorem 
cum reliquis praestat. Investigatio orbitae, sensu stricto maximam probabilitatem 
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prae ac ferenti* a cognitione legis pendebit, secundum quam errorum crescentium 
probabilitas decrescit: illa vero a tot considerationibus vagis vel dubiis — phy- 
siologicis quoque — pendet, quae calculo subiici nequeunt, ut hniusmodi legem 
vix ac ne vix quidem in ullo astronomiae practicae casu rite assignare liceat 
Nihilominus indagatio nexus inter hanc legem orbitamque maxime probabilem, 
quam sumina iam generalitate suscipiemus, neutiquam pro speculatione sterili 
habenda erit 



175 . 

Ad hunc finem a problemate nostro speciali ad disquisitionem generalissi- 
mam in omni calculi ad philosophiam naturalem applicatione foccundissimam as- 
cendemus. Sint I', 1”, 1" etc. functiones incognitarum p, »/, r, * etc., p mul- 
titudo illarum functionum, v multitudo incognitarum, suppoimmusque , per ob- 
servationes immediatas valores functionum ita inventos esse V = M, I’ = M\ 
I' = M etc. Ueneraliter itaque loquendo evolutio valoruin incognitarum con- 
stituet problema indeterminatum, determinatum, vel plus quam determinatum, 
prout fuerit p<[v, p = v, vel p > v *). Hic de ultimo tantum casu Bermo 
erit, in quo manifesto exacta cunctarum observationum repraesentatio tunc tan- 
tum possibilis foret, ubi illae omnes ab erroribus absolute im munes essent. Quod 
quum in rerum natura locum non habeat, omne systema valorum incognitarum 
p, </, r, s etc. pro possibili habendum erit, ex quo valores functionum J/ — V, 
M ' — V, M — I' ”, etc. oriuntur, limitibus errorum, qui in istis observationibus 
committi potuerunt, non mniort>s: quod tamen neutiquam ita iutelligendum est, 
ac si singula haec systemata possibilia aequali probabilitatis gradu gauderent. 

Supponemus primo, eum rerum statum fuisse in omnibus observationibus, 
ut nulla ratio adsit, cur aliam alia minus exactam esse suspicemur, sive ut errores 
aeque magnos in singulis pro aeque probabilibus habere oporteat. Probabilitas 
itaque cuilibet errori A tribuenda exprimetur per functionem ipsius A , quam 
per A denotabimus. Iam etiamsi haue functionem praecise assignare non liceat, 



•) 8i in casu teitio functiones K, V\ V", etc. ita comparatae e.sont , ut p + 1 — . pi ipsius ce 
plurt-4 tamquam functi' reliquarum spectare liceret, problema respectu harum Cunctantium ctiummim plus 

quaui determinatum foret, respectu quantitatum p, 7, r, $ etc. amem indeterminatum: baruui scilicet ralo- 
rca ne tunc quidem determinare liceret, quando valores functionum F, I", I** etc. absolute exacti dati 
essent: s«l hunc rasum a disquisitione nostra eacluiieuiua. 
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saltem affirmare possumus, eius valorem fieri debere maximum pro A = 0, ple- 
rumque aequalem ense pro vilioribus aequalibus oppositis ipsius A, denique eva- 
nescere, si pro A accipiatur error maximus vel maior valor. Proprie itaque tp A 
ad functionum discoutinuarum genus referre oportet, et si quam functionem ana- 
lyticam istius loco substituere ad usus pnicticos nobis permittimus, haec ita com- 
parata esse debebit, ut utrimque a A = 0 asymptotioe quasi ad 0 convergat, ita 
ut ultra istum limitem tamquam vere, evanescens considerari possit. Porro pro- 
babilitas, errorem iaeere inter limites A et A-j-dA differentia infinite parva dA 
ab invicem distantes, exprimenda erit per pA.dA; proin generaliter probabilitas, 
errorem iaeere inter /> et D, exhibebitur per integrale J-f A.dA, a A = D 
usque ad A = U extensum. Hoc integrale a valore maximo negativo ipsius A 
usque ad valoretn maximum positivum, sive generalius a A = — oo usque ad 
A = -)- oo suintum, necessario fieri debet — 1 . 

Supponendo igitur, systema aliquod determinatum valorum quantitatum 
p, (], r, * etc. locum habere, probabilitas, pro V ex observatione proditurum 
esae valorem Jf, exprimetur per 'f(J/ — I”), substitutis in V pro p, </, r, s etc. 
vilioribus suis; perinde — l"), 'flM " — V") etc. expriment probabilitates, 
ex observationibus resultaturos cbsc functionum V, 1’ etc. viliores M\ M" etc. 
Quamobrem quandoquidem omnes observationes tamquam eventus ab invicem 
independentes spectare licet, productum 

(M— v).f (Ai — r).* (j/ — riete. = u 

exprimet exspectationem seu probabilitatem, omnes istos valores simul ex obser- 
vationibus prodituros esse. 



176 . 

lam perinde, ut positis vilioribus incognitarum determinatis quibuscunque, 
cuivis systemati valorum functionum 1', V\ 1" etc. ante observationem factam 
probabilitas determinata competit, ita vice versa, postquam ex observatiouibus 
valores determinati functionum prodierunt, ad singula systemata valorum incog- 
nitarum, e quibus illi demanare potuerunt, probabilitas determinata redundabit: 
manifesto enim systemata ea pro magis probabilibus habenda erunt, in quibus 
eventus eius qui prodit exspectatio maior affuerat. Hniusce probabilitatis aesti- 
matio sequenti theoremati innititur: 
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St i tositu hypotliesi aliqua H proba bilitax alicuius eccuius determinati £ 
esi = h, //o.i ita autem lu/fiot/iexi alia H illam excludente el per xe aeque proba- 
bili eiusdem eventus probabilitas est = h': tum dico, quando eventus E revera 
apparuerit, probabilitatem, quod H fuerit vera hypoth eris, fore ad probabilitatem , 
quod H fuerit hypotltesie rura, ut h ad Ii . 

Ad quod demonstrandum supponamus, per distinctionem omnium circum- 
stantiarum, a quibus pendet, num II aut /7’ aut alia bypothesis locum habeat, 
utrum eventus E an alius emergere debeat, formari systema quoddam casuum 
diversorum, qui singuli per se (i. e. quamdin incertum est, utrum eventus E an 
alius proditurus siti tamquam aeque probabiles considerandi sint, hosque casus 
ita distribui : 



ut inu*r ubi Utcum habere cum modificationibus talibus 

repedantur debet hypothesi» ut prodire debeat eventus 



in 
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iw 
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n 
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E diversus 
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E diversus 



Tunc erit h = w ^„, h — porro ante eventum cognitum probabilitas 

hvpotliesis II erat = , . !", + ", .. post eventum cognitum autem, 

ubi casus n, u, n e possibilium oumeru abeunt, eiusdem hypothesis probabilitas 
erit — m + i perinde hypothesis 11 probabilitas ante et post eventum 
resp. exprimetur per m+n+m " ? H * +m » + i' et quoniam itaque hy- 

pothesibus // et // ante eventum cognitum eadem probabilitas suj/ponitur, erit 
m - {-» = wi-f-n', unde theorematis veritas sponte colligitur. 

lam quatenus supponimus, praeter observationes l*=J/, 1 — M, \—M 
etc. nulla alia ibita ad incognitarum determinationem adesse, adeoqne omnia sy- 
stemata valorum harum incognitarum ante illas observationes aeque probabilia 
fuisse, manifesto probabilitas cuiusvis systematis determinati post illas observatio- 
nes ipsi it proportionalis erit. Hoc ita intelligendum est, probabilitatem, quod 
valores incognitarum resp. iaceant inter limites infinite vicinos p et p-\-dp, 
q et qf-dq, r et r-(-dr, * et *-)-ds etc., exprimi per X!2d//d</drd« etc., 
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ubi X erit quantitas constans a p, q, r, * etc. independens. Et quidem ma- 
nifesto erit ' t valor intcgralis ordinis v“ J* Qd/idqdrd* . . singulis varia- 
bilibus p, q , r, s etc. a valore — 00 usque ad valorem -}- co extensis. 



177 . 

Hinc iam sjKmte sequitur, systema maxime probabile valoruin quantitatum 
p, q, r, s etc. id fore, in quo Q valorem maximum obtineat, adcoquc ex v ae- 
quationibus = 0, = 0, d d “ = 0, J d “ = 0 etc. eruendum esse. Hac 

aequationes, statuendo M — V = r, M — V = 8, M — 1 = r etc., atque 

A, formam sequentem nanciscuntur: 



£*’•+£?•'+ 5JV*‘+e tc.= 

sf r + a 7? »’+ ar? ”"+ etc - = 

dtf # . d o’ • • ■ d p* • * i 

dr f ® + 17? V + il r * V + CtC - = 

dt? » , dr' * ' i dr* * * , 

a, ¥ v + Ji ¥ 9 + 17 ¥ ' + ***• 



o 

o 

o 

o, etc. 



Hinc itaque per eliminationem problematis solutio plene determinata deri- 
vari poterit, quamprimum functionis f indoles innotuit. Quae quoniam a priori 
definiri nequit, rem ab altera parte aggredientes inquiremus, cuinain functioni, 
tacite quasi pro basi acceptae, proprie innixum ait principium trivium, cuius 
praestantia generaliter agnoscitur. Axiomatis scilicet loco haberi solet liypothesia, 
si quae quantitas per plures observationes immediatas, sub aequalibus circumstan- 
tiis aequalique cura institutas, determinata fuerit, medium arithmeticum inter 
omnes valores observatos exhibere valorem maxime probabilem , si non absoluto 
rigore, tamen proxime saltem, ita ut seinper tutissimum sit illi inhaerere. Statu- 
endo itaque l r — V= r"etc. —p, generaliter esse debebit tp. (M — p)-\-y(M — p) 
'/(3/” — p) -j- etc. = 0 , si pro p substituitur valor ^ [M M' M" etc.), 
quemcunque integrum positivum exprimat p. Supponendo itaque M =M — etc. 
= M — p N, erit generaliter, i. e. pro quovis valore integro positivo ipsius p, 
<p'(p — 1 )N = (l — p)'f( — N ), unde facile colligitur, generaliter esse debere 
^ quantitatem constantem, quam per k designabimus. Hinc fit logtpA = 
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-{A A A -(- Const. , sive designando basin logarithniorum hypcrbolicorum per e, 
suppouendoque Const. = logx, 

. f A = *e‘ t44 

Porro incile perspicitur, k necessario negativam case debere, quo ii revera fieri 
possit maximum, quamobrem statuemus \k = — A A; et quum per theorema 
elegans primo ab ili. Laplace inventum, intcgrale /«“ ** i4 dA, a A = —oo 
usque ad A = -j- cd, fiat = j (denotando per r. scmicircumfereutiam cir- 
culi cuius radius t), functio nostra fiet 



178 . 

Functio modo eruta omni quidem rigore errorum probabilitates exprimere 
certo non potest: quum enim errores possibiles semper limitibus certis coerceantur, 
errorum maiorum probabilitas semper evadere deberet — 0, dum formula nostra 
semper valorem finitum exhibet. Attamen hic defectus, quo omnis functio aua- 
lytica natura sua laborare debet, ad omnes usus practicog nullius momenti est, 
quum valor functionis nostrae tam rapide decrescat , quamprimum h A valorem 
considerabilem acquisivit, ut tuto ipsi 0 aequivalens censeri possit. Praeterea 
ipsos errorum limites absoluto rigore assignare, rei nattira nuinquam permittet 

Ceterum constans A tamquam mensura praecisionis observationum conside- 
rari poterit. Si enim probabilitas erroris A in aliquo observationum systemate 
per ^ j„ a li 0 vero systemate observationum magis minusve exacta- 
rum per 4444 exprimi concipitur, exspectatio, in observatione aliqna e 

systemate priori errorem inter limites — 8 et +5 contineri, exprimetur per inte- 
grale ** i4 d A a A = — 8 usque ad A = +8 suuitum, et perinde ex- 

spectatio, errorem alienius observationis e systemate posteriori limites — 8’ et -(- 8' 
tiou egredi, exprimetur per integrale J *** ii dA a A = — 6 usque ad 
A = -|-8' extensum: ambo autem integralia manifesto aequalia fiunt, quoties 
habetur A8 = A’8'. Quodsi igitur e. g. h'= 2 A, aeque facile in systemate priori 
error duplex committi poterit, ac simplex in posteriori, in quo casu observationi- 
bus posterioribus secundum vulgarem loquendi morem praecisio duplex tribuitur. 

30 



G. TH. K. 
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1 79 . 

Jam ea quae ex hac lege sequuntur evolvemus. Sponte patet, ut pro- 
ductum 2 = h ** l* 1 e ~ ** <T * "*■ e r + " r fiat maximum, aggregatum 

er -f- eV-j- t " r etc. minimum fieri debere. Systema itaque maxime, probabile 
eolormn incognitarum p, q, r, s etc. id erit, in quo quadrata iliffnrentiarum inter 
functionum V, V, V etc. valores obscrimtos et computato* summam minimam 
efficiunt, siquidem in omnibus observationibus idem praecisionis gradu* praesu- 
mendus est. 

llocce principium , quod in omnibus applicationibus mathesis ad philoso- 
phiam naturalem usum frequentissimum offert, ubique axiomatis loco eodem iure 
valere debet, quo medium arithmeticum inter plures valores observatos eiusdem 
quantitatis tamquam valor maxime probabilis adoptatur. 

Ad observationes praecisionis inaequali * principium nullo iam negotio ex- 
tendi potest. Scilicet si mensura praecisionis observationum, per quas inventum 
est 1'= M, V'=3l, V"~ 31" etc. resp. per h, Ii, Ii’ etc. exprimitur, i. e. 
ai supponitur, errores bis quantitatibus reciproce proportionales in istis obser- 
vationibus aeque facile committi potuisse, manifesto hoc idem erit, ac si per ob- 
servationes praecisionis aequalis (cuius mensura = l) valores functionum hV, 
kV , h’V etc. immediate inventi essent = h M, h M , h M etc.: qmunobrein 
systema maxime probabile valorum pro quantitatibus p, q, r, s etc. id erit, 
ubi aggregatum h Ace-)- lihrr'-\- Hh~ rr etc. L e. abi summo quadratorum dif- 

ferentiarum inter valores revera observatos et computatos per numeros qui prae- 
cisionis gradum metiuntur multiplicatarum fit minimum. Hoc {meto ne necessa- 
rium quidem est, ut functiones V, V, V " etc. ad quantitates homogcntms 
referantur, sed heterogeneas quoque (e. g. minuta secunda arcuum et temporis) 
repraesentare poterunt, si modo rationem errorum, qui in singulis aeque facile 
committi potuerunt, aestimare licet. 



ISO. 

Principium in art. pracc. expositum eo quoque nomine se commendat, 
quod determinatio incognitarum numerica ad algorithmuin expeditissimum re- 
ducitur, quoties functiones P, V , V’ etc. lineares sunt. Supponamus 
esse 
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M — V — v = — etc. 

M ' — V' — u' = — m -j- rip -j- b q cr -(- d s -f- etc. 

3f — V = i“ = — m*-|- a"p + b~q-\- crA- d"n-\- etc. 

etc., statuam usque 

a v -|- «V-j- oV’-f- etc. = P 
A r> — |- b'v-\- AV-f- etc. = Q 
cr+cV+cV-f- etc. = R 
dv-\-d‘v-\- <T e" etc. = S 

etc. Tunc v aequationes art. 177., e quibus incognitarum valore* determinare 
oportet, manifesto hae erunt: 

P = 0, Q — 0, R = o, S — u, etc. 

siquiiieiu observationes aeque bonas supponimus, tui quem casiun reliquos re- 
ducere in art. praec. docuimus. Adsunt itaque totidem aequationes lineares, quot 
incognitae determinandae sunt, unde harum valores per eliminationem vulgarem 
elicientur. 

Videamus nunc, utrum haec eliminatio aemper possibilis sit, an umqunm 
solutio indeterminata vel adeo impossibilis evadere possit Ex eliminationis theo- 
ria constat, casum secundum vel tertium tunc locum habiturum esse, quando ex 
aequationibus P = 0, ^ = 0, /1 = 0, S=0 etc., omissa una, aequatio 
conflari potest vel idcntica cum omissa vel eidem repugnans, sive quod eodem 
redit, quando assignare licet functionem linearem aP-j- tQ-\- q R-\- etc., 
quae tit idcntice vel = 0 vel saltem ab omnibus incognitis p, q, r, s etc. 
libera. Supponamus itaque fieri a P -(- 6 Q -f- f U -f- 8 S -f- etc. = x. Sponte ha- 
betur aequatio idcntica 

(o -f- ni) v -f- (p-f- m) v-\- (e"-j- m") o"-j- etc. = p P qQ -\- r R s — |— etc. 

Quodsi itaque per substitutiones p = ax, q = 6x, r = qx, * = bx etc.. fun- 
ctiones v , d, v etc. resp. in — tn-f-Xx, — j» - f- X'x, — nt’ 4- X"x etc. transire sup- 
ponimus, manifesto aderit aequatio identica 

(XX -{- XX’ -f- X"X”-|- etc.)xx — (X m -|— XW-f- X n etc.)x = xx 

30 * 
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i. e. erit XX -|- X"X’-|- X”X”-f-etc. = o, x-)-X»»i-|-X’»«'-|-X"i«"-)-etc. = 0: hiiic 
vero necessario esse debebit X = 0, X = 0, X'= 0 etc. atque x = 0. Hinc 
patet, functiones omnes l r , V , V etc. ita comparatas esse, ut valores ipsarum 
non mutentur, si quantitates p t q, r, » etc. capiant incrementa vel decrementa 
quaccuiiqiie. numeris a, 6, i , 3 etc. proportionalia: huiusmodi autem casus, in 
quibus manifesto determinatio incognitarum ne tunc quidem possibilis esset, si 
ipsi veri valores functionum V, 1”, I" etc. darentur, huc non pertinere iam 
supra monuimus. 

Ceterum ad casum hic consideratum omnes reliquos, ubi functiones I', 
V' t V" etc. non sunt lineares, facile reducere possumus. Scilicet designantibus 
it, y , p, a etc. valores approximato* incognitarum //, ry, r, s etc. (quos facile 
eliciemus, si ex p aequationibus V — M , I’ == M , V = M~ etc. primo •> 
tantum in usum voramus), introducemus incoguitanim loco ali:is p , q\ r , x' 
etc., statuendo yj = ir-|-yj, q — y -(- </, r — p — j— r , x = o-f-x etc.: mani- 
festo harum novarum incognitarum valores tam parvi erunt, ut quadrata pro- 
ductaque negligere liceat, quo pacto aequationes sponte evadent lineares. Quodsi 
dein calculo absoluto contra exspectationem valores incognitarum p , q , r, x' etc. 
tanti emergerent, ut parum tutum videatur, quadrata productaque neglexisse, 
eiusdem operationis repetitio (acceptis loco ipsarum ir, y , p, a etc. valoribus 
correctis ipsarum p, q, r, s etc.) remedium promtum afferet. 

161. 

Quoties itaque unica tantum incognita p adest, ad cuius determinationem 
valores functionum ny>-f-n, n'p a p -)- n" etc. resp. inventi sunt — M, 
M', M" etc. et quidem por observationes aeque exactas, valor maxime probabilis 
ipsius p erit 

j 

rr?j -f- rtr. ‘ 

scribendo m, m, m" etc. pro J/ — «, M — M" — n etc. 

Iam ut gradus praecisionis in hoc valore praesumendae aestimetur, suppo- 
nemus, probabilitatem erroris A in observationibus exprimi per ** 4i . Hinc 
probabilitas, valorem verum ipsius p esse =A-\- p\ proportionalis erit functioni 

e — **((«/> — »)* + (ap — *')• + («Tj» — m”)’ + Ptf ) 
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si pro p substituitur A -(- p. Exponens huius functionis reduci potest ad for- 
mum — hh(aa -j- dd-j- uV'-f- etc.) (/<yi — 2 p A -{-Ii), ubi li a p independeus 
est: proin functio ipsa proportionalis erit huic 

— ctc.)py 

e 

Patet itaque, valori A eundem praecisionis gradum tribuendum esse, ae si in- 
ventus esset per observationem immediatam, cuius praecisio ad praecisionem ob- 
servationum primitivarum esset ut «V-j- etc.) ad //, sive ut 

j/(o n -|- nV-f- a“d'-\- etc.) ad 1 . 



182 . 

Disquisitioni de gradu praecisionis incognitarum valoribus tribuendo, quo- 
ties plures adsunt, praemittere oportebit considerationem accuratiorem functionis 
U o -(- »V-f- nV-J- etc., quam per IV denotabimus. 



1. Statuamus | 



a w 



ip = P = * + «P + e '1 +J/ + * * + etc., atque 
IV — = II”, patetque fieri p — P, et, quum sit 

functionem IP a p liberam fore. Coi-fficiens a — aa -f- dd -f- a"a -f- etc. 
manifesto semper erit quantitas positiva. 

11. Perinde statuemus 1 =</=/. -(- 8 ’</ + T ’ r + 5 * — etc., atque 

-- = * r » eritque q = l-‘‘" — = Q—*.p\ atque = U, 



II 



JH' 

V = " ’ erut l uu 7 = ~V<1, = V — , ■/>. atque iq 

unde patet, functionem H’" tum a p tum a q liberam fore. Haec locum non 
haberent, si fieri posset 6 = 0. Sed patet, IV oriri ex oV-f- etc., 

eliminata quantitate p ex r, <•’, d etc. adiumento aequationis p — U ; hinc 
6' erit summa coi ! fficientiuin ipsius q q in rv, t»V, i>" o" etc. post illam elimi- 
nationem, hi vero singuli coefficientes ipsi sunt quadrata, neque omnes simul 
evanescere possunt, nisi in casu supra excluso, ubi incognitae indeterminatae 
manent. Patet itaque, 6' esse debere quantitatem positivam. 

III. Statuendo deuuo =r=).-(-^ r-(- 8 x -)- etc., atque IP — 

= IP”, orit r — li — J p — q , atque IP” libera tum a p , tum a q , tum 
a r. Ceterum coiifficieutein j" necessario positivum fieri, simili modo probatur, 
ut in II. Facile Reilioet perspicitur, f osse summam coKfficientium ipsius rr 
in vv, t’V, v o" etc., postquam quantitates p et q adiumento aequationum 
p = II , q' — \\ ex v , n, r etc. eliminatae sunt. 




238 



LIBSft II. KKCTIII III. 



IV. Eodem modo statuendo { = s' = X" ■- 6"»4-c*c., IV” = 

W'” — j», erit t — S — *p — { ,i/ — ^„r, H' a />, q, r, » libera, atque 5 
quantitas positiva. 

V. Hoc modo, ai praeter p, q, r, * adhuc aliae incognitae adsunt, ulte- 
rius progredi licebit, ita ut tandem habeatur 

IV = -* pp-\- q'q+ l rr- 1 - ctc. + Const 

ubi omnes conficientes a, 6 ’, 7 ", Z~ etc. erunt quantitates positivae. 

VI. I ani probabilitas alicuius systematis vnlorum determinatorum pro quan- 
titatibus p, q, r, » ctc. proportionalis eat functioni " , quamobrem, ma- 

nente valore quantitatis p indeterminato, probabilitas systematis valorum deter- 
minatorum pro reliquis, proportionalis erit integrali fe~ * * H d/> a p =s — <30 
usque ad p — -f- 03 extenso, quod per theorema ili. Eaplace Iit 

_ a~ * x 1 c — **(t' *V+ 7 l ” r ' r '+ )*' /V+«r.) 

haecce itaque probabilitas proportionalis erit functioni e ~~ **** . Perinde si in- 
super q tamquam indeterminata tractatur, probabilitas systematis valorun» deter- 
minatorum pro r, * ctc. proportionalis erit integrali Je~ kkw dq a q = — 00 
usque ad q = -f- 00 extenso, quod fit 

sive proportionalis functioni e~ kkw ’’ Prorsus simili modo, si etiam r tamquam 
indeterminata consideratur, probabilitas valorum detenninatorum pro reliquis s etc. 
proportionalis erit functioni e~ kk w et sic porro. Supponamus, incognitarum 
numerum ad quatuor ascendere, eadem enim conclusio valebit, si maior vel minor 
est. Valor maxime probabilis ipsius s hic erit = — , probabilitasque, hunc 

a vero differentia o distare, proportionalis erit functioni e~ kkk ’, unde conclu- 
dimus, mensuram praecisionis relativae isti determinationi tribuendae exprimi per 
^Z ", si mensura praecisionis observationibus primitivis tribuendae statuatur = I. 



1 83. 

Per methodum art. praec. mensura praecisionis pro ea sola incognita com- 
mode exprimitur, cui in eliminationis negotio ultimus locus assignatus est, quod 
incommodum ut evitemus, cot ; fficientem Z alio modo ex primere conveniet Ex 
aequationibus 
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P=p 
Q = ?'+ \p 
I{ = r ’+ '/ + 1 p 

8 = »+ *„ r +■,</+ ‘p 

sequitur, ipsas p, </, r, .< per /', y , 7/, S ita exprimi posse 

p=P 

q = Q+XP 

r = 

» = 8 + <£-R + ®-Q+* p 



ita ut 8t, ® , 21 , $0 , E sint quantitates determinatae, 

ooguitaruni numerum ad quatuor restringendo) 



» 




+ 



/' + Q + R + iS 



Erit itaque (in- 



Hinc conclusionem sequentem deducimus. Valores maxime probabiles incogni- 
tarum p , q , r, k etc. per eliminationem cx aequationibus P — 0, Q — 0, 
R = 0, S — 0 etc. deducendi, manifesto, si aliquantisper P, Q, R , S etc. 
tamquam iudeterminatae spectentur, secundum eandem eliminationis operationem 
in forma lineari per P , Q, R, S etc. exprimentur, ita ut habeatur 



p = L -\-AP-\-BQ-\-CR-\-DS-\- etc. 
q = L + AP +BQ + CR+DS+ etc. 
r = L’-\-A'P +FQ -\-C"R+D'8 + etc. 

* = L~+A P+B~Q+(rR + n~S+uU-, 

etc. 

His ita factis, valores maxime probaliles ipsarum p, q, r, s etc. manifesto erunt 
resp. L, L', L", U etc., mensuraque praecisionis his determinationibus tribu- 
endae resp. exprimetur per \J | ' }( , ^/ r '„, | etc., posita praecisione ob- 
servationum primitivarum = I. Quae enim de determinatione incognitae s 
ante demonstravimus [pro qua 3" respondet ipsi j , per solam incognitarum 
permutationem ad omnes reliquas transferre licebit- 




240 



1.1BBB II. SECTIO III. 



184. 

Ut disquisitiones praecedentes per cxetuplum illustrentur, supponamus, per 
observationes, in quibus praecisio aequalis praesumenda sit, inventum esse 

V — q+1r= 3 
i q — 5 r = 5 
\p- 1- q-\- 4r = 21 

per quartam vero, cui praecisio dimidia tantum tribuenda est, prodiisse 

— 2 /> — 6 <2 — |- 6 r = 28 

Loco aequationis ultimat* itaque hanc substituemus 

— /* + 3 ? + 3r = 14 

haneque ex observatione prioribus praecisione aequali provenisse supponemus. 
Hinc fit 

P = 27/> + 6«? — 88 

Q = 6/i-f- 1 5 f/ — r — 70 
P = </+54r — 107 

atque hinc per eliminationem 

19899/» = 49154 + 809/*— 321@ + 6if 
19899»/ = 70659 — 324/*+ 1458@ — 27 Jt 
19899r = 38721 + 6 P— 27@+369.ft 

Incognitarum itaque valores maxime probabiles erunt 

p = 2,470 
q — 3,55 1 
r == 1,916 

atque praecisio relativa his determinationibus tribuenda, posita praecisione obser- 
vationum primitivarum = 1, 



Digitized by Google 



DETERMINATIO ORBITAE EX OBSERVATIONIBUS ^1’OTCUNHUE. 



241 



pro j> 
pro ,j 
pro r 



V\ 

1/ 



'r = 4, 9 6 

= 3,69 

!*•>»« _ „ , 

r = ‘> 34 



165 . 

Argumentum hactenus pertractatum pluribus disquisitionibus uualyticia 
elegantibus occasionem dare posset, quibus tamen hic non immoramur, nc nimis 
ab instituto nostro distrahamur. Eadem ratione expositionem artificiorum, per 
quae calculus numericus ad algorithmum magis expeditum reduci potest, ad aliam 
occasionem nobis reservare debemus. Unicam observationem hic adiicere liceat. 
Quoties multitudo functionum seu aequationum propositarum considerabitis est, 
calculus ideo potissimum paullo molestior evadit, quod exefficientes per quos 
aequationes primitivae multiplicandae sunt ut P, Q, H , S etc. obtineantur, 
plerumque fractiones decimalcs parum commodas involvunt. Si in hoc casu operae 
pretium non videtur, has multiplicationes adiumento tabularum logarithtnicarmn 
quam accuratissime perficere, in plerisque ensibus sufficiet, horum multiplicatorum 
loco alios ad calculum commodiores adhibere, qui ab illis parum differant Haecce 
licentia errores sensibiles producere nequit, eo tantummodo casu excepto, ubi 
mensura praecisionis in determinatione incognitarum multo minor evadit, quam 
praecisio observationum primitivarum fuerat 

186. 

Ueterum principium , quod quadrata differentiarum inter quantitates obser- 
vatas et computatas summam quam minimam producere debeant, etiam indepen- 
denter a calculo probabilitatis sequenti modo considerari poterit 

Quoties multitudo incognitarum multitudini quantitatum observatarum inde- 
pendeutium aequalis est, illas ita determinare licet, ut his exacte satisfiat Quo- 
ties autem multitudo illa hac minor est, consensus absolute exactus obtineri ne- 
quit, quatenus observationes praecisione absoluta non gaudent In hoc itaque 
casu operam dare oportet, ut consensus quam optimus stabiliatur, sive ut diffe- 
rentiae quantum fieri potest extenuentur. Haec vero notio natura sua aliquid 
vagi involvit Etiamsi enim systema valorum pro incognitis, quod omnes diffe- 

31 



U. TU. M. 




242 



I.lRKIt II. SKCTIO ni. 



rentias resp. minores reddit quam aliud, procul dubio huic praeferendum sit, 
nihilominus opti<> inter duo systemnta, quorum alterum in aliis observationibus 
consensum meliorem offert, alterum in aliis, arbitrio nostro quodammodo relin- 
quitur, nianifestoque innumera principia diversa proponi possunt, per quae con- 
ditio prior impletur. Designando differentias inter observationes et calculum per 
A, A’, A etc., conditioni priori non modo satisfiet, si A A -|- A A -j- A'A"-f etc. 
fit minimum (quod est principium nostrum), sed etiam si A* -f- A ' 4 A"‘ -J- etc,, 

vel A* -f- A* 4- A*“ -f- etc, , vel generaliter summa potestatum exponentis cuius- 
ennque paris iu minimum abit. 8 ed ex omnibus his principiis nostrum simpli- 
cissimum est, dum iu reliquis ad calculos complieatissimos deferremur. Ceterum 
principium nostram, quo iam inde ab anno I 7 !l 5 usi sutnus, nuper etiam a olar. 
IjBoknokk in opere NauvMes mfthodei pour In dtterminntion det orhxtm <les dmtbte», 
I‘trrit tS 06 prolatum est, nbi plures aliae proprietates huius principii expositae 
sunt, quas hic brevitntis mussa supprimimus. 

Si potestatem exponentis paris infinite magni adoptaremus, ad systema id 
redncercninr, iu quo differentiae maximae fiunt quain minimae, 

111. Laplacb ad solutionem aequationum linearium, quarum multitudo 
maior est quiun multitudo quantitatum incognitarum, principio alio utitur, quod 
olim iam 11 clar. Hoscovich propositum erat, scilicet ut differentiae i|>sae sed om- 
nes positive sumtae summam miiiimam conficiant. Facile ostendi potest, systema 
valorum incognitarum, quod ex hoc solo principio erutum sit, necessario*) tot 
aequationibus e propositarum numero exacte satisfacere debere, quot sint incog- 
nitae, ita ut reliquae aequationes catonus tantum in considerationem veniant, qua- 
tenus nd optionem decidendam conferunt: si itaque e, g. aequatio V — M est 
ex earum numero, qnibus non satisfit, svstemu valorum secundum illud princi- 
pinin inventorum nihil mutaretur, etiamsi loco ipsius M valor quicunque alius 
N observatus esset, si modo designando per n valorem computatum, differentiae 
M — n, et N — n eodem signo affectae sint. Ceterum ili. Lapi.aco principium 
istud per adiectinnein conditionis novae quodammodo temperat: postulat scilicet, 
ut summa differentiarum ipsa, signis non mutatis, fiat = 0. Hinc efficitur, ut 
multitudo aequationum exacte repraesentatarum unitate minor fiat quam multitudo 



•) Caslhu» «pedulibus ibi inlntin qurtdumtiWMln indeterminata 
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quantitatum incognitarum, verumUuutui quod ante observavimus ctiamnum locum 
habebit, siquidem duae «altem incognitae affuerint. 

i 87. 

Revertimur ab hia disquisitionibus generalibus ad propositum nostrum pro- 
prium , cuius caussa illae susceptae fuerant. Antequam determinationem quam 
exartissimum orbitae ex observationibus pluribus, quam quot necessario requi- 
runtur, aggredi liceat, determinatio approximata ium adesse debet, quae ab omni- 
bus observationibus datis haud multum discrepet. Correctiones bis elementis 
approximatis adhuc applicandae, ut consensus quam accuratissimus efficiatur, 
tamquam problematis quaesita considerabuntur. Quas quum tam exiguas eva- 
suras esse supponi possit, ut quadrata prodimtaquc uegligere liceat, variationes, 
quus corporis coelestis loca geoceutrioa computata inde nanciscuntur, per fonuu- 
las different iales in Sect. secunda Libri primi traditas computari poterunt. Loca 
igitur secundum elementa correcta quae quaerimus computata, exhibebuntur per 
functiones lineares correctionum elementorum , illoruinque comparatio cum loci» 
observatis secundum principia supra exposita ad determinationem vnlomni maxime 
probabilium perducet. Hae operationes tanta simplicitate gaudent, ut ulteriori 
illustratione opus non habeant, sponteque patet, observatione» qiioteunque et 
quantumvis ab invicem remotas in usum vocari posse. — Eadem methodo etiam 
ad correctionem orbitarum parabolioarum eomutanun uti licet, si forte observa- 
tionum series longior adest, oonsensusque quam optimus postulatur. 

188. 

Methodus praecedens ii» potissimum casibus adaptata est, ubi praecisio 
summa desideratur: saepissime autem occurrunt casus, ubi sine haesitatione paul- 
lulum ab illa remitti potest, si hoc modo calculi prolixitatem cousiderabiliter con- 
trahere licet, praesertim quando observationes magnum temporis intervallum non- 
dum includunt: ad coque de orbitae determinatione ut sic dicam definitiva non- 
dum cogitatur. In talibus casibus methodus sequens lucro notabili in usum vo- 
cari poterit. 

Eligantur e tota observationum copia duo loca completa L et L, coin- 
putenturque pro temporibus respondentibus ex elementis approximatis corporis 
coelestis distantiae a terra. Formentur dein respectu harum distantiarum tres 
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hypotheses, retenti» in priina vilioribus computati», mutataque in hypothesi secunda 
distantia prima, secundaque in hypothesi tertia; utraque mutatio pro ratione in- 
certitudinis, quae in illi» distantiis remanere praesumitur, ad lubitum accipi po- 
terit. Secundum has tres hypotheses, quas iu schemate sequente exhibemus, 

HyV- I- , lljrp. II. Hyp. III. 

Distantia*) loco primo rea])ondens !> Z)-j-8 j D 

Distantia loco secundo respondens l> D ! Z)'.-j- 4 

computentur e duobus locis L, L per methodo» in Libro primo explicatas tria 
elementorum systemata, ac dein ex hi» singulis loca geoeentrica corporis coelestis 
temporibus omnium reliquarum observationum respondentia. Sint haec (singulis 
longitudinibus et latitudinibus, vel ascensionibus rectis et declinationibus seoraim 
denotati») 

iu systemate primo . ... AI, M , J/" etc. 

in systemate secundo . . . .1/ -f- a, J/ — (— a”, AI~-\- a" etc. 

in systemate tertio . . . . J/-j- 6 , M -\- 8 etc. 

Sint porro resp. loca observata . . . N t X\ X etc. 

Iam quatenus mutationibus parris distantiarum D , l) respondent muta- 
tiones proportionales singulorum elementorum, nec non locorum geocentri eorum 
ex his computatorum; supponere licebit, loca geoeentrica e quarto elementorum 
systemate computata, quod distantiis a terra /) -j- r? , D-\-yf/ superstructum 
sit, resp. fore M -\-ax-\-ty, M-\-a'x-\-t'y, ‘y, etc. Hinc dein, 

secundum disquisitiones praecedentes, quantitate» x, y ita determinabuntur, ut 
illae quantitates cum N , A’’, N " etc. resp. quam optime consentiant (ratione 
praecisioni» relativae observationum habita). Systema elementorum correctum 
ipsum vel perinde ex L , L et distantiis /) -j-.ro, D'-\-yh\ vel secundum re- 
gulas notas e tribus elementorum systematibus primis per simplicem interpolatio- 
nem derivari poterit. 



*) Adhuc cmnmodius frit. Ineo distantiarum ipsarum logaiithmis distantiarum curtatarum uti. 
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I $9. 

Methodus haecce a praecedente in eo tantum differt, quod duobus locis 
geocentricis exacte, ac dein reliqui» quam exactissime satisfit, dum secundum 
methodum alteram observatio nulla reliquis praefertur, sed errore» quantum fieri 
potest inter omne» distribuuntur. Methodus urt. praec. itaque priori catenas tan- 
tum postponenda erit, quatenus locis L, L' aliquam errorum partem recipien- 
tibus errore» in locis reliquis notabiliter diminuere licet: attamen plerumque per 
idoneam electionem observationum L , L facile caveri potest, ne haec differentia 
magni momenti evadere possit Operam scilicet dare oportebit, ut pro L , L' 
tales observatione» adoptentur, quae non solum exquisita praecisione gaudeant, 
sed ita quoque comparatae sint, ut elementa ex ipsis distautiisque derivata n varia- 
tionibus parvi» ipsarum positionum geocentriearum non nimis afficiantur. Parum 
prudenter itaque ageres, si observationes parvo temporis intervallo ab invicem 
distantes eligeres, talesve, quibus loci lielioceutrici proxime oppositi vel coinci- 
dentes responderent. 



SECTIO QUARTA 

De determinatione arbitorum , habita ratione perturbationum. 

190 . 

Perturbationes , quas planetarum motus per actionem planetarum reliquo- 
rum patiuntur, tam exiguae lentueque sunt, ut post longius demum temporis in- 
tervallum sensibiles fiant : intra tempus brevius — vel adeo, prout circumstantiae 
sunt, per revolutionem integrum unam pluresve — motus tam parum differet a 
motu in ellipsi perfecta secundum leges Kkpi.eiu exacte descripta, ut observatio- 
nes deviationem indicaris non valeant. Quamdiu res ita se habet, operae haud 
pretium esset, calculum praematurum perturbationum suscipere, *e<l potius suffi- 
ciet, sectionem conicam quasi oscnlatriceui observationibus adaptare: dein vero, 
postquam planctu per tempus longius accurate observatus est, effectus perturba- 
tionum tandem ita se manifestabit, ut non amplius possibile sit, omnes observa- 
tiones per motum pure ellipticum exacte conciliare; tunc itaque harmonia com- 
pleta et stabilis parari non poterit, nisi perturbationes eum motu elliptico rite 
iungantur. 

Quum determinatio elementorum ellipticorum, cum quibus perturbationes 
iuugendae sunt, ut observationes exacte repraesententur, illarum cognitionem 
supponat, vicissim vero theoria perturbationum accurate stabiliri nequeat, nisi 
elementa iam proxime cognita sint: natura rei non permittit, arduum hoc negotium 
primo statim conatu perfectissime absolvere, sed potius perturbationes et elementa 
per correctiones alternis demum vicibus pluries repetitas ad summum praecisionis 
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fastigium evelii poterunt. Prima itaque perturbationum theoria superstruetur 
elementis pure ellipticis, quae ob»ervatioiiibus proxime adaptata fuerunt : dein 
orbita nova investigabitur, quae cum bis perturbationibus iuncta observationibus 
quam proxime satisfaciat. Quae si a priori conaiderahiliter discrepat, iterata 
perturbationum evolutio ipsi superstruenda erit, quae correctiones alternis vicibus 
toties repetentur, donec observationes, elementa et perCurlattiones quam arctissime 
consentiant 



191 . 

Quum evolutio theoriae perturbationum ex elomentis dati» ab instituto 
nost ro aliena sit, hic tantummodo ostendendum erit, quomodo orbita approximato 
ita corrigi possit, ut cum perturbationibus datis inacta observationibus satisfaciat 
quam proxime. Simplicissime hoc negotium absolvitur j>er methodum iis quas in 
artt. 124. 165. 1S6. exposuimus analogam. Pro temporibus omnium observatio- 
num quibus ad hunc finem uti propositum est, et quae prout res fert esse poterunt 
vel tres, vel quatuor vel piares, computabuntur ex aequationibus perturbationum 
harum valorcs numerid, tum pro longitudinibus in orbita, tum pro radiis vectori- 
bus, tum pro latitudinibus beliocentricis : ad hunc calculum argumenta desumentur 
ex elementis ellipticis approximatis, quibus perturbationum theoria superstructa 
erat. Dein ex omnibus observationibus eligentur duae, pro quibus distantiae a 
terra ex iisdem clementis approximatis computabuntur: hae liypotbesin primam 
constituent; hypotho-sis secunda et tertia formabuntur, distantiis illis panllulum 
mutatis. Ili singulis dein liyjiothesibus e duobus locis geoccntricis determinabun- 
tur positiones heliocentricae distantineque a Sole; ex illis, postquam latitudines a 
perturbationibus purgatae fuerint, deducentur longitudo nodi ascendentis, incli- 
natio orbitae, lougitudinesqiie iu orbita. In hoc calculo methodus art. I 10. aliqua 
modificatione opus habet, siquidem ad variationem «cularem longitudinis nodi et 
inclinationis respicere operae pretium videtur. Scilicet designantibus J, 6 latitu- 
dines helioceu triens a perturbationibus periodicis purgatas; X, X longitudines 
heliocen trima; ii, ii -f- A longitudines nodi ascendentis; », f-f-8 inclinationes 
orbitae; aequationes in hac forma exhibere conveniet: 

tang6 = tangi sin (X — ii) 

««*(**) taw S 8 = tangi sin (X— A — ii) 
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Hic valor ipsius omni praecisione necessaria obtinetur, substituendo 

pro i valoreui approximatum : dein i et Q, per methodos vulgares erui poterunt. 

A duabus porro longitudinibus in orbita, nec non a duobus radiis vectoribus 
aggregata perturbationum subtrahentur, ut valores pure elliptici prodeant Hic 
vero etiaui effectus, quem variationes seculares positionis perihelii et excentriei- 
tatis iu longitudinem in orbita radinmque vectorem exserunt, et qui per formulas 
differentialcs Scet I. Libri primi determinandus est, statim eum perturbationibus 
periodicis iungeudus est, siquidem observationes satis ab invicem distant, ut 
illius rationem habere operae pretium videatur. Gx his longitudinibus in orbita 
radiisque vectoribus correctis, una cum temporibus respondentibus , elementa re- 
liqua determinabuntur: tandemque ex his elementis positiones geocen tricae pro 
omnibus reliquis observationibus calculabuntur. Quibus cum observatis compa- 
ratis, eodem modo quem in art. 188. explicavimus systema id distantiarum elicie- 
tur, ex quo elementa omnibus reliquis observationibus quam optime satisfacientia 
demanabunt. 



IV» 2. 

Methodus in art. praee. exposita praecipue determinationi primae orbitae 
perturbationes implicantis accommodata est: quamprimum vero tum elementa 
media elliptica tum aequationes perturbationum proxime iam sunt cognitae, deter- 
minatio exactissima adiumento observationum quam plurimarum commodissime 
per methodum art. 187., absolvetur, quae hic explicatione peculiari opus non 
liabebit Quodai hic observationum praestantissinianim impia satis magna est, 
magnumque temporis intervallum complectitur, haec methodus iu pluribus casibuB 
simul determinationi exactiori massarum plancturum perturbantium, saltem ma- 
iorum, inservire poterit. Scilicet , si massa cuiusdam planetae perturbantis in 
calculo perturbationum supposita nondum satis certu videtur, introducetur, prae- 
ter sex incognitas a correctionibus elementorum pendentes, adhucalia p, statuendo 
rationem massae correctae ad massam suppositam ut 1-j-p ad I; supponere tunc 
licebit, perturbationes ipsas in eadem ratione mutari, unde manifesto in singulis 
positionibus calculatis terminus novus linearis ipsam p continens producetur, 
cuius evolutio nulli difficultati obnoxia erit. Comparatio positionum calculatarum 
cum observatis secundum principia supra exposita, simul cum correctionibus 
elementorum etiam correctionem p suppeditabit. Quinadeo hoc modo massae 
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plurium planctarum exactius determinari poterunt, qui quideui perturbatiouea 
satis considerabiles exercent. Nullum dubium est, quin motns planetarum novo- 
rum, praesertim Palladis et Iunonis, qui tantas a Iove perturbationes patiuntur, 
post aliquot decennia hoc modo determinationem exactissimam massae lovis alla- 
turi sint: quinadeo forsan ipsam massam unius alteriusve horum planetarum 
novorum ex perturbationibus, quas in reliquos excercet, aliquando cognoscere 
licebit. 



o. TU. M. 
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9.0S642S n 


8/577 


10,65465063 


10,19430663 


4 — 


9.67109786 


9 ^ 7 ° 343 n 


8.843O 


10,66900678 


10,301031000 


i-A 


9.669 JU678 


9^59151 n 


8,8317 


IO.6763I48X 


•“. 1 = 943*97 


4 — 


966743195 


9.05359° » 


8.8174 


IO.69886994 


10,31486571 


l~ i 4 » 


966175783 


9,036121 11 


8.81C& 


10,71136197 


10.31561145 


4 A + 


9,65801140 


9*017887 11 


».T 933 


10,74688142 


»0,33670795 


i-A 


965311151 


* 99 *** 9 n 


8 , 774 * 


10.77545373 


■ 3 . 349/500 


i + i 


9,64781748 


8,976609 n 


8.7526 


| 10,79941145 


■0,36007965 


"I" ita 


9**4345,** 


6-957976 n 


8.7338 


tO,8l8o8C>85 


10.36826251 


4 + t 1 » + rta 


964015004 


8-943463 11 


8,7191 


10,83-39467 


10,37666383 


i + A 


9.63682210 


*« 9**457 n 


8,7038 


10,86767664 


« 0,38970963 


1 + A — ita 


9^3178187 


*^° 4955 “ 


8.6796 


10,89968987 


10,40334117 


1 + i A» 


9,61668247 


8.880I 57 11 


8.6539 


10 , 9110938 ) 


■ 0,41178795 


A + t 4 d 


961314919 


8.862836 n 


876358 


« 0 ^ 9454*777 


10411 549OI 


i^ + bV 


9,619^8876 


8,84483» n 


8 A >*9 


10^6x70717 


10,42972810 


A + A 


9,6. -19996 


8,831 511 0 


8.6019 


10^7601^29 


< 9435 * 3 , 7 * 


lV + Vo 


961541395 


8.811181 n 


*- 59 *' 


10.99510873 


10443 11271 


t*s 4- rio 


9,61178386 


8.806549 0 


»• 57*5 


11/31103961 


1044959>47 


Hh tAv 


9.61066016 


8.794416 n 


8.5636 


■1,1.3564644 


• 9459599 ** 


+ «ta 


9.60-45501 


*.rs59* « 


».5437 
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H»’ = «t, Io? « 


= lo,iAf + |», lo*tg Jic = Ingtg', 


ir+ a> + .v", 


i* + ivV 


IO -f l«ff iV 


10 + Io? t? } H' 


N 


10 4 * lojrA» 


10 + logiV* 


10 -flo? A'*" | 


11^3564644 


10^5959988 


1^1 + 


9 ^ 07455 “ 


S.- 7559 6 «* 


**W 37 


1 11.04979168 


1046531687 


A + « 4 b 


9.60566412 


8.764801 11 


», 531 * 


11,07918125 


10,47712125 


T^S 


9.60105999 


8,742427 Q 


S. 5 C *3 


11.11016459 


.3.4*946149 


t\ — sini 


959841571 


8,718922 n 


8.483I 


11.14191768 


10,50239944 


1 + tI. 


9 - 594 ? 6 ° 7 S 


8,694169 n 


»456* 


11.17764677 


10,51600108 


t\j — ri® 


9.59.-646' 


8,668019 n 


S.41SS 


11,11459567 


10.53034*91 


A *f rhs 


958-53675 


8.640339 n 


8.399, 


‘>• 15 * 6555 * 


10,5455^3 


i+a 


9 - 5 * 3576 » 


8,610904 n 


»• 3 * 77 . 


11,19637803 


10,56169146 


iS — rS® 


9.5797*360 


••ST'W* 9 n 


«•SWC 


j “-34 >99196 


10,5-894913 


J + Vo + riu 


9 - 575957*9 


*.W 5*=7 ■> 


8,1980 


'■.»>•( 33*1 


10.59748830 


i + Ti, 


9.57109677 


8,509500 II 


8.1593 


»«- 445373 » 


10,61753456 


1 4 * A + ri® 


9.56S30172 


8,470120 n 


Miti 


11,53467813 


10,63937680 


i + A 


9 > 5 *»i 7'43 


8,417089 n 


«.1715 


1 11.57048816 


>0.663395,3 


J+tA 


956030514 


8,379646 Q 


8,121« 


1 11^4434813 


10.69010562 


T*5 — T $8 


955630150 


».31575* “ 


»4643 


11.68494068 


10.70468474 


J + A 


9.5541*711 


84978441» 


8,0348 


H. 75 > 3 *o 7 i 


10.72840786 


i + 1 % — rbn 


9.55114663 


8.150734 n 


7 . 9*53 


11.81588860 


10.754*1514 


i+A 


9.54818461 


8,198201 u 


7 t 9303 


j HJ81O7697 


10.7741-*** 


i+A + *A 


9,54613110 


»,15974* n 


7 .**«» 


1144166334 


«o. 7955 J*I° 


i + A 


9.54*6*0, 


8.117137 n 


7 * 35 * 


II.979H606 


i 1x80862729 


i + r*« + rfoi 


9.54288468 


8,091036 n 


7.81*6 


H.O399IOOO 


10.81979966 


i + A 


9 * 5 ;"©JS 7 


8,048814 it 


7.7749 


12,11535478 


10^5938910 


i + A 


9.53886685 


7.9*9771 n 


7 . 7*39 


12,30069644 


11x88542601 


J+A 


9537.19,* 


7-937793 n 


7 . 66*3 


II.168297IO 


10.90867149 


1 "1" tIb 


9 * 5 »:' 597 


7.891364 n 


7 i 6 I 16 


' 1 . 33 S 9970 * 


10.931 $8 166 




9-5 54449 » 


7 , »4 50040 


7 . 565 ' 


11,41178531 


109577*7*5 


\ 4 * nfc® 


9 . 533 ' 7 *?o 


7.793241 n 


7 . 5 *« 


11,49781844 


IO.987H325 


\ 4 - tVb® 


953**449 


7.734634 » 


7 . 45*4 


«• 597 * 99 » 


11.02091557 


1 4 " rm 


9.53061651 


7,667067 n 


7.3*36 


12.71511815 


■ I460S3463 


J 4* r i® 


* 5 * 93 + 4"9 


7,587261 n 


7.3026 


■1,85951557 


11,10961757 


i+rtfe* 


9.51805926 


74*9-11 n 


7.2039 


11.97765665 


11.14941654 


1 4 * aiu 


9.52720012 


7.419118 n 


7.«}4 


13.16416107 


11^11216853 


J + t4b 


9,53612380 


7.284648 n 


6,9969 


13.30914343 


11,36078695 


1 + 5^B 


951547673 


7.187418 11 


6.899-' 


>351*01151 


11 . 334 ' ‘518 


1 4" 7^0 


9 . 5 M 73*°3 


7,040921 11 


6.7418 


*l* 7 S 97 l 68 a 

1 


H4H6284I 


i 4- T 11*53 


95141796* 


6.8*5-43 11 


6.5960 





EINRICHTUNG DER TAFEL. 



Die T&fel gibt zum logaritlnnus der mittleren Anomalie deu logaritlnnus 
tangatis der halben wabren Anoinalie nacb der in der Ueberschrift stehenden 
Formel ftlr Werthe von t o — f— log 7/1 innerhalb der Grenzcn 8,5 und 13,8 auf 
weniger ais drei Einhciten der acbteu Decimale gcnau, wenn fllr logi/ der- 
jenige Werth in der Tafcl genommeu wird, der dera Werthe logwt zunUehst liegt. 
i'tlr Werthe von 10 -f- logwt, die iveniger ais 8,5 betragen, ist zu setzen 

logtgf w = logwj — m*.nuin[log = 9,160663 — 10] 

— t» 4 .num[log = 9,0815 — 10] 

fllr Werthe, die Uber 13,8 hinaasgehen, entweder 

logtg) te = J log 3 m — (3»i) - *.nnm[log 
— (3 m )~ ’ . num [ log 

oder 

log sinto = flog?»» — (|m) — *.imm[log = 8,4337 — 10] 

log 3 = 0,47712125 log J = 9,57403127 — 10 

Die Grbssen log tangite und logsin w bestinmien sich, wenn in allen 
Formeln die Gliedcr hSherer Ordnnng ais der zweiten unbeaehtet gelassen, und 
die Glieder zweitcr Ordnnng mit Htllfe vicrstelliger Logarithmentafeln berechnet 
werden, in so weit genau, dass die Fehler vor w weniger ais 0’l betrHgt. 



= 9,637784 — 10 ] 
= 9,3368 — 10 ] 
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Der vorliegende Abdruck der Theoria motos corporum coelestium bildet 
in Vereiuigung mit den aecha Bftndcn GAiWischer Werke, wclche ich im Auftrage 
der koniglicheu Gesellsehaft der Wissenschaften zu Gdttingen herausgebe, eine 
Gesjunmtausga.be von Gauss Werken. Sie enthUlt mit Ausschluss einiger 
Tabellenwerke und der Karten flir den Erdinaguetismus alie von Gauss ver- 
offentlichteu Arbeitcn, ferner aus dem handschriftlichen Nachlasse, der sich im 
Besitze der kiiniglichen Gesellsehaft der Wissenschaften zu Gottingen befindet, 
alie Aufzcichnungen, die mir ein wiasensehaftliches Interease zu haben schieuen. 
Die Benutzung dieses Nachlassea, auch fltr die Ausgabe der Theoria motus, hat 
mir die kbnigliche Gesellsehaft freigestellt. 

Das von Gauss im Jahre 1809 in 4* veroffentlichte Work ist hier unver- 
Kndert abgedruckt. Die AnkUndigung, die er selbst von dem Werke in den 
Giittingischen Gelehrten Auzeigen 1809 Juni 17 gegeben, habe ich ich in Gauss 
Werken, Band VI. Scite 83 aufgenommen. Die frUhem Druckfehler, die griissten» 
Theils schon offentlich angemerkt waren, zu denen auch noch einige audere von 
Gauss in seinem Exemplare angezeichnete liinzukommeu, habe ich bcrllcksichtigt, 
Uber die wenigen den Inhalt betreffenden Abanderuugen im Folgenden ausfUhr- 
lich berichtet Meine Einsclialtungen sind von Gauss Worten liberali durch be- 
sondere [Klamraern] abgetrennt. Zur Erleichtenmg der Benutzung dieser Aus- 
gabe bei Citaten , die sich auf Seitenzahlen der Sltcrcn beziehen , habe ich bei 
dem lnhaltsverzeichniss diesos Bandes die (pag.) der Anfiinge der Sectione» in 
der frUheren Ausgabe mit angegeben. 
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Zu Art. 1 . 

In einem Bricfc vom 23. Febr. 1810 (abgedruckt in der von Frciherm 
vok Zacd herausgegebenen Monatlichen Correspondenz zur Befbrderung der Erd- 
und Himmelskunde, Gotha 1810, Mlirz. Band XXI. Seite 280) schreibt Gausb: 
Fur die Notiruny der Druckfdder [Monatl. Corr. Bd. XXI. 8. 28 1] in meiner 
Theoria, hin ich Herm Oriam sehr verhunden. Er liat gam redit , dass ich 
'Art. 1 1 4. Zeile 16] h inzu zu fiigen vergessen habe, dass Ii, IT, iT = 0, voraus- 
gesetzt icerden mlissen, wenn die Bedingungs-Gleidiung, hei weldier die Gleichung 
[7] unhrauchbar ist, die dort angegebene Gestalt [nemlich : 



tang 6 'tang 6 'sin (£ — a) sin (L — L~) 
-f- tang 8 "tang 6 sin ( L ' — a”) sin ( L — U) 
-|- tang 6 tang 6 ’ sin ( L ' — a”) sin ( L ' — L) 



= 0 



wie sie in der Attsgabe von 1809 stcht] haben soli. Es ist 'ubrigens klar, dass, 
wenn audi nieht B, IT, B" = 0 sind, dodi die Qleidiung [7] unhrauchbar sein 
kann, wenn nemlich der 1 2 gliedrige Ausdruck, welchen Oriam entwickelt hat, zu- 
fiillig — 0 oder sehr Idein wird. 

Dass Euler schon das Theorem gejunden hat , woraus der schone von mir 
La Place beigelegtc Lehrsatz sehr leicht abgdeitet icerden kann , jiel mir sdbst 
schon frilher ein, ais uber die Stelle Art. 177. schon abgedruckt war; ich wollte es 
aber nieht unter die Errata sctzen, weit La Place wenigstens das obige Theorem 
doch erst in der dort gebrauchten Forni nufgesteUt hat . 

Die meisten der von Oriam angezeigtcn Druckfehler hatte ich mir auch 
schon notiri. Hier sind nodi drei andere von ilim iibersdiene 1 

Art. 1 , Zeile 1 7 : statt inversa lies composita — — 

Zu Art. 8. 

Handschriftliche Aufzeichnung von Gacss: 



1 = cost>cos£-f- 

.ili r .in K 

cosip = — ■ - ■ " ■ = . 

T 1 — coarcos E 



sin r sin E 
coay 



sin f 



eoa E — cos v 
t— coacco si5 
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Zu Art. 1 7. 

Neben dic Forraeln dieaes Art. liat Gauss in scin Handexemplar ge- 



achrieben : 



«n£ = 

> (l -f y CuS ) { I -f- CuS?) 

aequatio centri = 2 are «in j/| — jZf ’ — *«) ) e 8 ; n /j 

— I 4- /««©-fcos* + cobo* , • jp 

= utc cos -4- e sin E 

1 + C<t9 f ' 

= are sin tang J <p*tang E -f- e sin E 



Zu Art 40. 

Gauss hat in scinein Handexemplar Folgendes aufgezeichnet: 
'°gr = - — — M — rV* A’ — A’ . . 

= — 2 Tm' = — * r+ T ' . . 



A 


log w 




T | log m ' 


0,000 


9,23984 


9,63778 


0,000 9,23984 


0,010 


9,24134 


9,03909 


0,010 j 9,23787 


0,020 


9,24284 


9,64041 


0,020 | 9,23591 


0,030 


9,24435 


9,64172 





taug I ti = J/f tang \ io r — 

log M = A m log A 7 = An 



Zu Art. 39. 43. 4 6. 

In Bezug auf die Bcnutzung der BAKKEn’schen 1'afel bemerkt Gauss in 
den Astrouomiscben Nacbrichtcn Nr. 474 , 184 3 (Gauss Werke Bd. VI. S. 191), 
daas sie bei grossen Anomalien tcegen des besebwerlichen Interpolirens seJir unbe- 
quern wird, und gibt ein Verfahren an, wic die Rcchnung init seinen Logarithmcn- 
o. th. m. 36 
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tafelu auf flluf Decimalstclleu und datui mit Mattuiesskn’s Tafelu bis zu sleben 
Decimalstellen zu fllhroii iat. 

Zur Vcrmeidung der weitlltufigen Rechnungcn, die mit dem eiuen oder 
dem andern Vcrfahren noch verbunden sind, habe ich obon Seitc 274 eine Tafel 
angeftlgt, mit deren Hlllfe logtgdw aus logm bestimmt wird. Auf Seite 278 
habe ich den Grad der Genauigkeit angegeben, der bei der verschiedenen Art 
der Benutzung dieaer Tafel erreicht wird. 



Zu Art. 54. 

Handschriftliche Aufzcicbnuug von Gauss: 

Si duo triangula, communia habent duo latera b, e, erit 



1 jrin4 (n T — a) sin b sin Kf”+ C) sincsin 

L ' tinlW’— A) ctmUB^W — (C'— C)~ 

tj ntn4(» f 4-a) sin6ens4ff’'4- O sintfcw4(U*+ B) 

A) S)~ “Bn \tC r —C)~ 

TtT «in Jfa’—a) «in 6 «in J (C'— C) «nnsinifft'-— B) 

1U ‘ -sin i (A'+ A) eo«4((*'+C) 

iy »iu 4 («* a) sin6c««4(C' — C) sin cnos J < /f' — }i 

1V * »iul(A'+A) «in \{B'+ B, «ini (C'+ C) 

[Vergi. Gacss Werke Bd. IV, 8. 401 und 405.] 



Zu Art. 87. 

Handschriftliche Aufxeichuung von Gacss: 

sin a cos o = — sintsinA-f- costrosAsinf 
cos a ros 4 = cosicosf 

sind = -j- cos e sin /> -f- *iti s cos b sin / 



Zu Art. 88. 

Handschriftliche Aufzeiehnung von Gavss: 

l or$rhr\ften uni de» Logur.-Sinus eine » kleinen lingetis zu Jinden : 
log sin »' = log sin <p = log? — x { J *? -)- T | , ? 4 -f , T r7 » rT etc. J 
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Man bitde die Griitxen j \ ^ ’ 



•f 



naeh /olgendem Geselze: 



X = 2logn+8, 2307828 — 20 X = logp. 

X' = X + f [i X' = logn' 

X’ = X'+ /iV (p— V-) X'' = logji" 

X " = X"+ IU ((i (i‘) X~ = log |t" 

u. 8. tc. h. s. te. 



so i st logsin;p = 4,6855749 — 10 

+ l"g» 

30 

— 1* 

Beisj/iel: «p=37*6' = 133560" 





4,6855749 




8,2307828 




logM . . 


. 5,1256764 


2 log n . . 


10,2513528 






9,8112513 


X = 


8,4821356 


ji = 0,0303483.85 


00 

H- •• 


. 0,0307842 




+ 60696.8 


4271.25 


log sin <p . . 


. 9,7804671 


'k = 


8,4882052.8 


|x' = 0,0307755.1 








+ 1200.0 


85.0 






X" = 


8,4883252.8 


(T = 0,0307840. 1 








+ 24.3 


1.9 






X”= 


8,4883277. 1 


n"== 0,0307841.9 



Um aus sin l<f den Loyarithiaen eon 

— nin 9 
1 sio i r' 

zu jinden, bediene man sich /olgender Naherttnytformd : 

lo « (4 1 + *) ~ lo * U+7 “ *) 

Hiedurch findet man den gesuchten Loyarithmen zu gross: f algende Ta/el yibt die 
anzubringende Correetion in der 7. Decimate an: 

36* 
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Grem 

Ion si» i ? 


te von 

? 


Abiuiirhende 

Correction 


.... 


0 


0 


9,069 


26*54’ 


i 1 
2 


9,147 


32 18 


9,184 


35 9 


3 


9,208 


37 10 


4 


9,226 


38 45 


5 


9,240 


40 3 


6 


9,252 


41 10 


7 


9,262 


42 10 


8 


9,271 


43 3 


9 


9,279 


43 51 


1 0 


9,2*6 


44 35 


11 


9,293 


45 15 



Zu Aft 90 Ulld 100. 

Oaus» an Bode. Giittingen 1811, Sept» 10. 

[Abgedruckt ini Aatroiioiniaclicn Jahrbuche fllr das Jahr 1814, S. 25 6; 
herausgegeben von Boue , Berlin 1811.] 

— — — Nodi .fiige ich Utrem Wunsche zufolge einen kleinen Zusaiz zu 
meiner Theoria molitu corporum coelestium hei. 

Zur Auflbsung der leichtigen Aufgabe, aus ziceien Badiis verioribus und dem 
eingesddossenen Winlcel die dliplisdien oder hyperbolischen EI emente zu bestimmen, 
habe ieh mich mit grossem Vortheil ei ner Ifiilfsgriisse ; bei der Ellipse, £ hei der 
Hyperbd bedient, fur wdehe ich jenem Werke eine. Tofe! angehiingt habe, lie- 
rechnct ist diese Tafel nudi einern dori angefiigten continuirlen Bruche, dessen 
volhtiindige Ableitung uber dori nicht gegeben ist, und zu dessen theoretischer 
Enhoidcdung, die mit undem Untersudiungen zusoinmenhiingt , ich bisher nodi 
nidit Gelegenhe.it gefunden habe. Es icird duher manch em lieb sein, hier einen 
andern Weg angezeigt zu finden. anf icdchem ut au jene IlVdfsgrosse ebenso bequem 
hdtle. berechnen Iciinnen. 

Wir haben (Art. 90.) 
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x.Y-jX+y 

X 



Der Ztilder (lienes /hnches verwandelt sieh leiehl, irenn man fiir X die dort 
gegebene Reihe substitui rt, in 



. ~ „1 I I >- 9 I >- 9 - 19 1 . s e. 10. 12. 14 , . . \ 

tK^(i+ 7 *+ ...r^+TTnr^ + ^+etc.) 

Sefzt man uho di fi Reihe 

1 +-*"* + xr-^-ete.. = A, 



so wird 

xX—lX+ V = dhr Axx 
} t-i' 

t ft.4T.r0 — ,«) 



nnch teelcher Formrl man E immer bequem und sicher bereehnen kann. Fiir ' 
braucht man nur — z statt x zu setzen. 

Ieh bemerke nur noch, dass man A norJt hequemer naeh folgender Formel 
bereehnen kann: 



a = (i-*n«(i + 



— - x 4- 

7 . 9 1 



1 ,9.9.7 
2.4.9.11 



XX 



etc.j 



Allein die Ableitung dieser Reihe aux der vnrigen heruht au f Orilnden , dic hier 
nicht ausgeflihrt werden kiinnen. [Sie Undet sicli in Art. 40. der ans dem hand- 
schriftlichen Naclilasa in Oai ss Werken Bd. III. S. 209 aufgenomiuenen Abbaud- 
lung: Determinatio seriei nostrae per aequationem differentialem secundi ordinis.] 



Zu Art. 9 1. 

Gaiss liat in sein Handexemplar die Formeln 

, 1 +T 

9 1 — 

y = 1 +5A — 

yy=z 1+7* — «**+WW 

,_«/i + » 9 AA_¥lV*’ 
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***•# * = TT-lui 



(i — j *! 1 

eingeachriebcn ; in Bezug anf die letate will ich hier hinzuftlgen, dass den gesuchten 
W T crthen von y flir kleine Werthe von h noch nfther diejenigen liegen, welche 
durch die Formel 

y = (i +VA) « 

bestimmt werden. 



Zu Art. 92. 

Handschrilichc Aufzciclmung von Gauss: Die Gleichung 15* hat: 

1) Eine reelle negative Wurzel, wenn Ii zicischen den Grenzen 0 und 

liegt , nebst zwei imaginfiren. 

2) Drei redde Wurzeln, worunter Eine positive, wenn H zicischen 

un ,i o, 

3) Eine redde positive Wurzel und zwei imaginare, wcnn H zicischen 

+ ' 4 und — co. 

4) Drei reelle Wurzeln , untcr dcnen Eiue negativ , wenn II zicischen 
±1±& und +oo. 

Offenbar kann also nur von Vall 4 hier die Sede sein, ico sich zwei positive 
Wurzeln finden. AUein die Eine derselhen ist hier imrner kleincr ais + , die 

andere grosser: letztere kann also allein gilltig sein. 

Bei dem im Text nngi-zeiehneten Verfahren ist Iclar, dass die leJzte Gleichung 
nur dann zwei positive. Wurzeln hahen konnte, wenn sugleich 1 — II negativ 
und f V — ] H pasitiv wiire, welehes offenbar nnmioglich ist, da j*, — { // = 
f(l — B)— A» 



Zu Art. 108. 

In sein Handexemplar der Theoria motus hat Gacss die folgenden 
Formeln eiiigesehrieben: 

i) est ro secans anguli inter chardam et axem 
4 (0’+ 8) ejusdem eotangcns 



/ — r 
P 



ejusdem cosinus = cos a 



P = ('■ + ’' ) ff ~>r i ‘ ~ 1 (r' "r)* ~ *’• V+r? + * ‘} 

= { sin o* {(r + r 1 ) + [l ((/• + r)'— pp) } 
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Tempus medium inter duo loca parabolica exhibetur per formulam 

i f . r'—r »■ H /t' — rr) 1 

' ( y/r'+r + ? ■ |/ f'+ r + p ^/r’+r — p J 

— i / r — r , i rV — rr 

** VI/ r + p)— V(P+r— p)l • 5* V(*'+ r -fp>— 

Distantia in perihelio = 

An anderen Stellen dea haudsclmftlichen Nachlusaes von Gacss tinden 
sich femer die in diesetn Abdrucke init der Bezeiehnungaweiae dea Art, 108. 
wiedergegebenen Formelnt 

Zttr Bertchwmg der Chorde, p ni/s Zeit t — t und Summe der beiden 
liadien — r -f- r 



Es sei 
[so wird] 



(r + r+p) 1 — ('‘-I-»'’— P) 1 = 6 *(f'— 0 

l / '(' + iF+v)~i // ( 1 ~r + r-) 



[Setzt man:] 
[ao wird:] 



/a — = 

'-/I 



HUI Y 



$i'7+? ~ *in-](. j/eo* 2{» 

* 7 “. =: 8in 3'L 

(r + O* r 

o • / — r 

t— , = 8111 Cp y = SUIT 



r + r 



**('-« = pl /(r+r).'+~; 



Drtitck 



i (/ '+ 1) = 2 (r-j- r ' )* sin t cos J ^ ( 3 — 2 sin r* eog | y’) 

p = (r -j- r') sin t“. cos } y’ = (r -j- r’) sin ?*.cos 2 •{; 
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COST.tAUglp = tang/ 1 

tmig-.cos'f = tang(F — x) 

Bin/.sixiT. taiigj^ = sin(2T — F) 
sin /.sim .cotang J <p = sin F 

F — f uud F-f- f die wahrcn Anomalien. 

Zu Art. 1 1 4. 

Statt der von Gaiss in dem ersten Drucke gegebenen Bedingungsgleichuug 
ftlr die Identitiit der Gleichnng [7] habe ich dort die allgemeine gesetzt. Vergi, 
oben die Bemerkungen zu Art. t. 



Zu Art. 1 4 1. 

Handsehriftliche Aufzeicknung von Gaihs: 
z saltem duos calores reales habet, quoniam calores ipsius 

Q sin z* — sin( 2 -|- //) 

jrro z — 0 atque pro z — ISO* signa opposita habent, z non habet plures ca- 
lores reales quam 4 , quoniam 

tin (< + A ) 
sin a* 

inter z == 0 atque z = ISO” semel tantum fit maximum semel minimum, ac 
perinde inter z — 180’ et 360°. Scilicet hoc evenit quoties 

2tangz = — Scotangj-l + j/fOcotaiigyl* — 16) = 8 tang(*-j- A) 

Zu Art. I6S. 

Haiulschrifitliche Autzeichnung von Gauss, die Gleiehungen I. and II. 
betreflend : 

Quoilsi quideut x' et x' inde eliminanda esset, ad aequationem ordinis 
64“ delaberemur. 

Zu Art. 176. 

Handsehriftliche Autzeichnung von Gamss: 

/ldtten die Hgpothesen H, H' an sich (d. i. cor dem Eintreten von E oder 
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vor erlangter Kenntnisa von diesem Eintreten ) ungleickt i iVahrscheinhchhetteu 
1 1 ' gehabt, so wird man ihnen, nach der Erscheinung von E, Wahrscheinlich- 
keiten beilegen miissen, die den Producten jih, p.h proporttonal sind. 



Zu Art. 177. 

In Bezug des Theorems, welches hier dem La Place zngeschrieben wird, 
i 8 t e ine AcuBserung von Gacss schon oben in der Bemerkung zu Art. 1 . mitgetheilt. 

Das dort erw&hnte Verzeichniss der Druekfehlcr in Dr. Gacss’ Theoria 
motus corporum coelestium etc. Hamburgi 1809 vom Senator B.vs. Osiawi [Monatl. 
Corr. Bd. XXI. 8. 283] enthalt folgeude Btelle: Elegans theorema, quod tribuitur 
Illustr. La Placb, revera a Leon ardo Eclrro primum inventum est. Et enim 
in Commeut. Acad. PetropoL Tom. XVI, Eilerus ostendit, integrale 



-I 






sumturn ab * = 1 ad * = 0 esse = ]/it existente * semicumfercntia circuli, 
radio = 1 descripti. Iamvero ponendo x — e habetur 



lA lo *s) 



== 2e 



—tt 



d t 



Idoque integrale fe~“dt a f = 0 ad 1=00 erit = et propterea idem 

integrale a t = — co ad t = -(- oo fiet = \fn. 

Neben diese Stelle liat Gacss in sein Handexemplar der Monatl. Corr. dio 

Bemerkung eingeschrieben : 

Dies Theorem findet sich a. a. 0. nieht, wohl aher p. 101. [Evolutio for- 
mulae integralis 

Ja/ — 1 dx(logz)“ 

integratione a valore x = 0 ad x = 1 extensa auctore L. Eulkko, Theorema 2, 
Coroll. 4. §. 16.] fotgendes: 

fdx .\/ logi — 

0 

37 

G. TIT. M. 
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Schreibt man hier x = e ", so icird 



QO 

Jitt e~"d t = } j/t: 

» 

Es ist aber ittc (, d< = — d(/e * f ) — f— c "dt und te~" = 0 , somohl 
ftir t = 0 ah fiir t = co also 

J e~"d t = iy/j: 
o 

In seinen Vorlesungen „ Methodus quadratorum minimorum ejusqm usus in 
Astronomia, Oeodaesia Sublimiori et Scientia naturali" pflegte Gaiss dieaen Satz 
in der Weisc abzuleiteu, daaa er die Gleichung 



+ oc 




— tt 



= ff e * x «'da-dy = / e l>f pdpfd 9 = 
— 00 — 00 0 



t: 



tnit Htllfe gconietriacher Betrachtungen aufstellte, und dabei x, y ais recbt- 
winkelige Coordinateu, f, 9 ais Polar-Coordinaten der Punkte in einer Ebene 
voraussetzte. 



Gbttingcn. Btermvarte. 1871. .JunL 
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